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Serial: Matice a populace

Tricaty prvni roénik FYKOSu se blizi ke konci a s nim i seridl o numerickych metodéch a poci-
tacovych simulacich. V tomto dile se rozpomeneme na tplny zacatek seridlu, kdy jsme klasifi-
kovali simulace, a povime si néco o popula¢nich modelech. V numerické ¢asti se kratce vratime
k diferencidlnim rovnicim, pohovoiime o oblastech stability a nakonec piehledové pojednadme
o numerické linearni algebre.

Oblasti stability

V feseni minulého dilu se objevilo tvrzeni, ze explicitni Eulerova metoda je zcela nevhodna pro
reseni netlumeného harmonického oscilatoru a ze to vyplyva z jeji oblasti stability. Pojdme si
proto strucné objasnit, o co se jedna. Vezméme si jednoduchou diferencidlni rovnici § = Ay,
kde A je obecné komplexni ¢islo (a tedy i y je komplexni funkce redlné proménné t). Analytické
feseni této rovnice je
At
y(t) = yoe™ .

Pro Re(\) < 0 fesen s ¢asem klesd k nule, pro Re()\) > 0 naopak exponenciélné roste. Resme
tuto rovnici numericky, pro zacatek explicitni Eulerovou metodou. Plati tedy

Ynt1 = Yn + hAYn = yn (1 4+ hX) = yo(1 + RN (1)

Rozumnym pozadavkem je, aby numerické feSeni nebylo prili§ vzdéleno od feseni skute¢ného,
presnéji budeme pozadovat, aby pro dané hA bylo feSeni omezené® (tj. neutikalo do nekonecna)
pro n — 4o00. Tato pozadovana vlastnost se nazyva absolutni stabilita. Konkrétné pro explicitni
Eulerovu metodu je splnéna, pokud |1 + hA| < 1, jak je vidét z rovnice (E) Body z = hA
v komplexni roviné, které spliuji podminku absolutni stability, tvori tzv. oblast (absolutni)
stability. Explicitni Eulerova metoda méa tedy oblast stability tvorenou kruhem o stredu —1
a jednotkovém poloméru. Skutecné, pokud si vzpomenete na diskusi o feSeni problémi se silnym
tlumenim v minulém dile, zjistili jsme tehdy, Ze pro rovnici § = —cy musime volit h < 2/c. To
presné odpovidd podmince na okraj oblasti stability na redlné ose, kde hA = —hc > —2.
Spocitejme si jesté oblast stability pro implicitni Eulerovu metodu. Z jejiho predpisu mame
Yn Yo

n = Yn hA\Yn = = .
Yndd = Yn H0AYn1 = 708 = T e

Aby |yn| bylo koneéné, musi platit |hA — 1| > 1. Oblast stability implicitni Eulerovy metody
je tedy celd komplexni rovina az na jednotkovy kruh o stfedu 1. Oblasti stability pro metody
vy$sich fadu a pro vicekrokové metody se formdlné ziskdvaji stejnym zptsobem, technicky jde
ale 0 naroc¢néjsi vypocty, proto zde ukdzeme pouze vysledek ve formé grafu [If.

Zjistili jsme tedy, jaky musime volit krok, abychom méli stabilni feseni problému y = Ay. Co
ale délat, pokud mame obecnéjsi problém? Zobecnéni mohou byt dvou typd. Zaprvé miuzeme

INeni nyni p¥ili§ jasné, proé toto pozadujeme i pro Re()\) > 0, kde ani skuteéné feseni omezené neni. Ukazuje
se ale, ze tento pozadavek i zde nadéld vice uzitku nez skody, protoze zamezime tomu, aby numerické reseni
divergovalo jesté rychleji, nez skute¢né. Hlavni vyznam této konstrukce je ale nepochybné pro Re(X) < 0.
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Obr. 1: Hranice oblasti stability pro explicitni (vnitfek levého kruhu) a implicitni (vnéjsek
pravého kruhu) Eulerovu metodu a Rungovu-Kuttovu metodu 4. fddu (vnit¥ek ,SiSoidu®).

mit jednu nelinedrni rovnici, zadruhé muzeme mit soustavu lineadrnich rovnic. Nejobecnéjsi je
pak kombinace obojiho. Pokud mame jednu (skaldrni) nelinedrni rovnici ve tvaru y = f(y,t),
muzeme ji rozvést do prvniho fadu

Fut) ~ fuoto) + 2L g+ Y

Y ly=yp ot (t~to).

t=tq

Lze pritom ukézat, ze na konstantnim ¢lenu a na ¢lenu linedrnim v ¢ analyza absolutni stability

nezavisi, muzeme tedy pro ucely vysSetfovani stability aproximovat A ~ %5

Y=y
Pokud mame linedrni soustavu rovnic y = Ay, kde A je matice a y a ¢ jsou vektory, je

tfeba nalézt tzv. vlastni ¢isla \; matice A a krok h zvolit tak, aby pro vsechna tato vlastni
cisla platilo, ze hA; lezi v oblasti stability. Proc¢ je tieba pouzit zrovna vlastni ¢isla je mozné
nahlédnout naptiklad z toho, Ze pokud s matici A provedeme operaci zvanou diagonalizace®
pak bude mit tato diagonalizovans matice A’ na své hlavni diagondle pravé vlastni éisla a jinde
budou nuly. Soustava diferencialnich rovnic tedy formélné piejde do tvaru %gi = \i¥i, cozZ jiz
pripomind puvodné vysetfovanou rovnici. Znacky ¢ zde pouze znaci, ze jde pouze o formalni
prevod a § neodpovidaji puavodnim y.

2Jde vlastné o Tayloriiv rozvoj funkce vice proménnych.
3ne kazdé matice je diagonalizovatelnd; zde se zamérime pouze na ty, které jsou — napf. vSechny symetrické
matice
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Tento pripad si muzeme ilustrovat. Méjme diferencidlni rovnici linedrniho harmonického
oscildtoru 4 + w?y = 0. Po pfevodu rovnice na soustavu rovnic prvniho fddu méme y = Ay,

kde
0 1
(%))

Vlastni cisla této maticeE jsou A12 = %iw, jsou tedy ryze imagindrni. Odtud uz okamzité
vidime, Ze TeSeni této soustavy explicitni Eulerovou metodou bude pro libovolny krok h # 0
nestabilni, protoze obé h\; pak nelezi v oblasti stability. Naopak napt. u Rungovy-Kuttovy

metody 4. fddu muzeme volit libovolny krok A < hmax = 2,8/w a metoda bude stabilni.
Posledni, nejslozitéjsi moznosti je pak kombinace predchozich dvou zobecnéni, madme tedy nelinearni
soustavu rovnic. Jako v prvnim ptipadé, i nyni provedeme Tayloruv rozvoj do prvniho fadu

ofi
Oy,

afi
ot

Yj — Y5,0) + (t*to)-

fily,t) = fz.VOJOJrZ

y}’D

Pokud opét skrtneme vSechny cleny kromé téch, které jsou linedrni v y;, dostaneme soustavu rovnic g; =

ofi

Sy jsou slozky matice zvané jakobian. Nyni opét nalezneme vlastni ¢isla
J

y=y0
matice J;; a aplikujeme stejnou podminku, jako pii zobecnéni na soustavu linedrnich rovnic.

Timto bychom ukoncili téma feSeni obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Probrali jsme jej do-
state¢né podrobné na to, abyste nyni byli schopni numericky vyresit takika libovolnou soustavu
obycejnych diferencidlnich rovnic. Pokud byste se vSak chtéli dozvédét vice, ¢i znovu a jinak
slySet uz jednou fecené, podivejte se na zdznam predndsky Pocitacové simulace ve fyzice, kterd
byla prednesena v ramci lﬁtoéniho cyklu FYKOSich prednasek pro stiedoskoldky a najdete ji
na nasem Youtube kandalu®

= Jijy;, kde Ji; =

Numericka algebra

Poslednim tématem, ktery si v numerické ¢asti seridlu predstavime, je numerické linedrni algeb-
ra. Konkrétné se podivame na to, jak fesit soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Algebraické
rovnice jsou takové ty klasické, které jste znali ze skoly jen jako ,rovnice“, nez jsme vam pred-
stavili rovnice diferenciélni. Linedrni jsou, pokud jdou zapsat ve tvaru

i _

kde a;, b jsou konstanty a x; jsou neznamé. Soustavu M takovych linedrnich rovnic pak mizeme
zapsat ve vektorové formé Ax = b, neboli

ail a2 -+ Q1IN T b1
a1 Q22 - G2N T2 bo
aM1 GM2  ccc GMN TN b

4To mi v této chvili musite véFit.
Shttps://www.youtube.com/fykosak


https://www.youtube.com/fykosak

FYKOS Serial XXXI.VI Matice a populace

Pripomenme, Ze maticové nasobeni funguje s pravidlem ,fadek x sloupec“, tedy napt. z prvniho
radku matice mame rovnici

a1171 + @122 + - - +ainTN = b1 .

Matici A nazveme matici soustavy, matici

a1 a2 -+ aiN b1
def az1 a22 s aznN ba

(Alb) =
amM1 am2 - aMN  bum

pak nazveme rozsitenou matici soustavy. K dalsimu vykladu nyni potiebujeme vysvétlit pojmy
linedrni nezdvislost a f4d matice. Rekneme, Ze mnozina vektori {vi,...,vn} je linedrné nezd-
visld, pokud rovnici vazl c;v; = 0, kde ¢; jsou ¢iselné konstanty, které miuzeme zvolit libovolné,
splnime pouze tak, ze zvolime vSechna ¢; = 0. V opacném pripadé jsou vektory linedrné zdvislé.
Naptiklad vektory (1,0,2), (2,1,5) a (11,3,25) jsou linedrné zavislé, nebot

5-(1,0,2) +3-(2,1,5) — 1-(11,3,25) = (0,0,0).

V piipadé matice lze také na jednotlivé sloupce, ¢i ¥adky pohlizet jako na vektory. Rdd ma-
tice (oznaCme jej rank) je pak maximalni pocet linedrné nezdvislych sloupct (nebo Fadku, lze
dokézat, ze to je jedno) matice. Naptiklad matice

1 0 2
2 1 5
11 3 25

maé ad 2, nebot vSechny tfi fadky jsou linedrné zavislé. Pokud ale libovolny z nich Skrtneme,
bude mit vyslednd matice uz oba dva radky linearné nezavislé. Sami si pak mizete ovérit, ze
to plati i pro jeji sloupce.

Duivod, proc¢ jsme se zabyvali témito pojmy je ten, Ze na jejich zdkladé dokazeme urcit
pocet FeSen{ soustavy linedrnich rovnic. Pokud je totiz fdd rozsitené matice soustavy (A|b) vétsi
nez f4d matice soustavy A, pak soustava nemd feSeni. Naopak¥ pokud rank(A|b) = rank(A),
mohou nastat dva piipady. Pokud zaroven pocet nezndmych N = rank(A), pak mé soustava
pravé jedno feSeni. Timto pfipadem se zde budeme zabyvat. Nakonec? pokud N > rank(A) =
= rank(A|b), soustava m4 nekone¢né mnoho resenf Tyto piipady se zpravidla nefesi numericky,
proto se jimi nebudeme zabyvat.

Mozna vas napada, jestli nejdeme s kanénem na vrabce. Vzdyt soustavu linedrnich algebraic-
kych rovnic zvlddneme vytesit ru¢né, naptiklad Gaussovou eliminaci a nepotfebujeme specidlni
numerické metody. Problém ale nastane, pokud nase soustava rovnic bude velkd, metodami,
které si predstavime lze fesit soustavy az do N ~ 100000, vétsi soustavy se nam jednoduse
uz nevejdou do paméti pocitade. Za uréitych okolnost{ (matice soustavy je fidké tj. ma skoro
vSechny prvky nulové) lze specidlnimi metodami Fesit i vétsi soustavy. Jisté uzndte, ze takové

klad pri feseni parcidlnich diferencialnich rovnic nékdy nastane krok, kdy ziskame obii soustavu

SPiipad rank(A|b) < rank(A) nastat nikdy nemtize.
"Pt¥ipad N < rank(A) totiz také nemiize nastat.
8Libovolna N-tice &isel ale nemusi byt FeSenim, nebot feSeni stale musi spliiovat onu soustavu rovnic.
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linedrnich algebraickych rovnic, kterou potifebujeme vyresit. Dalsim ptrikladem miize byt slozity
elektricky obvod feseny pomoci Kirchhoffovych zakoni.

Samotné numerické feseni zpravidla probiha tak, ze si matici soustavy rozlozime na soucin
matic se specidlnimi vlastnostmi, které nam pak pomohou s maticovou rovnici 1épe pracovat.
Spravné technické provedeni rozkladi je zpravidla slozité na vysvétleni, takika vzdy je ale navic
nirocné a zdlouhavé na implementaci. V praxi proto (minimélné pro rozklady, spiSe vSak pro
celou dlohu) pouzijte nékterou z numerickych knihoven. My si zde predstavime algoritmus pouze
pro tzv. LU rozklad, zbytek textu se pak bude zabyvat tim, jak nam tyto rozklady pomohou.

LU dekompozice

Nejjednodussim rozkladem, o kterém si zde fekneme, je rozklad matice A na soucin horni
trojuhelnikové matice U (z angl. upper) a dolni trojihelnikové matice® L (z angl. lower). Horni,
resp. dolni trojihelnikova matice je takova, kterd ma nad, resp. pod hlavni diagonalou vsechny
prvky nulové.

Algoritmus pro LU dekompozici, ktery si zde predstavime, se nazyva Doolittluv a jde v pod-
staté o Gaussovu eliminaci. Pokud matici A zleva vyndsobime matici

1 00 --- 0

oy 1 0 --- 0
L= |-l 0O 1 -0 ,

“dp1 0 0 -+ 1

kde lx1 = ak1/a11, dostaneme matici
a1 a2 - Qln
0 o) ol
AV =pA=|{ . T T

0 aSQ) a,(llyz

zbavili jsme se tedy v prvnim sloupci hodnot pod hlavni diagonalou. Pokud déle zkonstruujeme
matice

1 .- 0 o0
0 1 0 - 0
[ : .o
k 0 - —lppx -+ 0f”
0 - —lpgp - 1

kde l;, = a§§71)/a£i71) pro j > k, kazdou matici Ly ,vyTfesime® jeden sloupec. Plati tedy
(Ln = I vynechame)
Lyp_q1...L2LiA=LA=U,

9V tomto textu nebude znadena L, ale L=t
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kde jsme soucin matic Ly oznacili L. Pokud nyni obé strany vynasobime inverzni maticiE L1
dostaneme
L '"LA=1A=A=L""U,

k dokonceni LU rozkladu tedy potiebujeme nalézt dolni tlrojflhlenikovouE matici L™, Inverze
matice je obecné vypocetné narocna operace™, zde ale mame stésti, nebot lze ukazat, Ze matice

1 0 - 0
oy 1 0
L=l —l2 - 0
B
a jeji inverze pak je
1 0 0
l21 1 0
7= | a1 s 0
lnl ln2 ot 1
Tim mame LU dekompozici zdanlivé zdarné provedenu. Vratme se nyni k vypoctu ljx.

V ném délime hodnotami agz_l), které nesmi byt nulové, ani kdybychom vypocet provadéli

presné. Pfi numerickém vypocétu navic z divodu redukce zaokrouhlovacich chyb pozadujeme,
aby tyto hodnoty byly srovnatelné s nejvétsimi hodnotami v matici. Resenfm je pfed vypoctem
Ly, prehazet prvky Ak=D tak, aby se na k-tém prvku hlavni diagondly vyskytovalo co mozné
nejvetsi cislo. Vétsinou postaci, pokud prohazujeme tadky, takze hleddme maximum pouze
v rdmci k-tého sloupce. Pak mluvime o ddstecné pivotizaci. U opravdu nehezkych matic toto
nemusi stacit, pak musime pouzit dplnou pivotizaci, prohazovat fadky i sloupce a hledat tak
maximum v ramci celé matice. Tato prohozeni si navic musime néjakym zptsobem pamatovat,
nebot jimi vlastné ménime matici, kterou rozkladdme. To je samo o sobé technicky narocnéjsi
na implementaci, proto opét doporucujeme pouziti numerickych knihoven. OvSem i pfti jejich
pouziti je tfeba dat pozor na to, co vraci, nebot vétsinou provedou rozklad A = PL™'U, kde
P je pravé matice permutaci Fadki/sloupci vznikld v disledku pivotizace. Neni tedy mozné
vzit slepé pouze matice L' a U vypadlé z metody!

Ptedpokladejme tedy, Ze méme tispésné provedenu dekompozici A = PL™1U, fesime tedy
maticovou rovnici PL™'Ux = b. Vypocet nyni rozlozime do dvou kroki. Nejprve vyiesime
rovnici PL™'y = b pro neznamé y. Protoze inverze permutacni matice je rovna jeji transpozici,

muZeme rovnici prepsat do tvaru L'y = PTb. Druhjm krokem je pak vyfeSeni rovnice Ux =
= y pro nezndmé x. Protoze L™ ' i U jsou trojihelnikové matice, lze maticové rovnice Fesit
doprednou a zpétnou substituci. Tedy napriklad u rovnice Ux = y mé posledni fadek U pouze
jednu nenulovou hodnotu unyn, rovnou tedy uréime x, = yn/unn. V pfedposlednim faddku jsou
pouze maximélné dvé nenulové hodnoty, z nichz jedna se ndsobi s jiz zndmou hodnotou x,,
rovnou tedy vypocitame hodnotu z,—1 a tak postupujeme dale.

OTnverzni matice C~! k matici C je takova, pro kterou plati C~'C = CC~' = I, kde I je jednotkové
matice.

1 Coz ale zatim nevime, jestli L™! bude splitovat.
20statné jedna z cest, jak inverzi numericky efektivné provést, je zalozena pravé na LU dekompozici.
13Prohozeni Fadkl za sloupce a naopak.
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Prvni rovnici lze také vyfesit tpravou do tvaru y = LPT b, musime si ale dit pozor, abychom
nésobili v pofadi L(PTh), a ne (LPT)b. V prvnim piipadé totiz z prvniho nédsobeni vznikne
vektor, providime tedy dvé nasobeni matice a vektoru po sobé, coz mé slozitost O(n?), zatimco
nasobeni matic ve druhém piipadé mé slozitost O(n3). Mozna vas napadne, pro¢ rovnou
rovnici neupravime do tvaru x = A~'b a neprovedeme maticové nasobeni. Diivod je, jak jsme
jiz poznamenali, Ze inverze matice je obecné velmi ¢asové naroc¢na.

Ostatni metody a aplikace

Predstavili jsme si LU dekompozici, coz je nejjednodussi z pouzivanych rozkladi matic. Ostatni
pojmu linearni algebry, proto se jimi zde zabyvat nebudeme. Tyto rozklady maji mnoho aplikaci,
kromé jiz zminéného feseni soustav linedrnich rovnic jde napr. o hleddni inverze matice, ¢i jejitho
determinantu. J aﬁii bylo fe¢eno, tyto metody jsou (z pamétovych divodit) aplikovatelné pouze
na pomérné malé™ matice, casto je ale potfeba resit daleko vétsi soustavy rovnic. Pokud méme
Stésti, a tato matice je Tidka, tj. ma skoro vSechny prvky nulové, je mozné si zapamatovat
pouze kde se nachézi tyto nenulové prvky a jaké jsou jejich hodnoty, ¢imz docilime zna¢né
pamétové uspory. S takto reprezentovanou matici ale zpravidla nedokézeme efektivné provadét
libovolnou operaci, specidlné nechceme provadét rozklad na soucin matic, nebot tyto matice by
jiz. nemusely byt ridké. V takovém pripadé pak pouzivime ruzné itera¢ni metody, tedy vyjdeme
z n&jakého odhadu x(%, na ktery opakované aplikujeme algoritmus metody a uréujeme presnéjsi
odhady x®) dokud nedokonvergujeme s dostatecnou presnosti k vysledku. Tyto metody pro
feseni fidkych soustav opét najdete v numerickych knihovnach.

Zajimavou aplikaci je taktéz fitovani (experimentalnich) dat polynomidlni zavislosti. Pokud
totiz mdme m naméfenych dat (x;,y;) a teoretickou zavislost y(z) = bo + Z?:l b;z?, mame
soustavu rovnic

2 n
Y1 1 T Ty e T, bO E1
2 n
Y2 1z oz - @ b1 €2
1 ; " b
Ym Tm Ty v T n Em

neboli y = Xb + €, kde b jsou hledané regresni koeficienty a € jsou skutecné experimentalni
chyby. Protoze namérenych hodnot je vic nez hledanych koeficientt, feSime preuréenou sousta-
vu, kterd pro € = 0 nema feseni. Ostatné kdyz provedeme regresi, zavislost ndm nikdy presné
neprotind vsechny experimentalni body, ty jsou misto toho rozmistény okolo regresni zavis-
losti. Misto presného feseni se tedy snazime najit takové koeficienty, pro které budeme reseni
v jistém smyslu nejblize, snazime se tedy minimalizovat velikost vektoru ||€||. Takovy problém
lze* pievést na (nepfeurdenou) soustavu linedrnich rovnic pro b. Vidime tedy, ze na aplikace
numerické linedrni algebry narazime témér na kazdém kroku.

14Exis‘cuji pokrocilé algoritmy, které to zvladnou o chlup rychleji.
15 = 10000 je mald matice, jak se presvédéite v tloze.
6 postup ale vyzaduje znalost pokroéilé matematiky, nebudeme jej tedy zde rozebirat.
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Reseni Poissonovy rovnice

V jiz odkazované prednasce pro stfedoskolaky jsme vyfesili Laplaceovu rovnici ve 2D pomoci
Excelu. Vagi ilohou bude totéz=! provést v Pythonu. Pojdme si proto zrekapitulovat potifebnou
teorii.

Jedna z Maxwellovych rovnic md podobu divE = p/eo, kde E je intenzita elektrického
pole, g je hustota ndboje a ¢ je permitivita vakua. Pokud do ni dosadime definici elektrického

potencidlu E = — grad ¢, obdrzime Poissonovu rovnici
Ap = _£ .
€0

V pripadé, zZe je vSude o = 0, dostaneme tzv. Laplaceovu rovnici
Ap=0.

Pokud tedy dostaneme zadanou hustotu ndboje ve vSech bodech oblasti a navic tzv. okrajové
podminky, feSenim této rovnice obdrzime potencial ¢ ve vSech bodech prostoru.

Poissonova rovnice je ukdzkou parcidlni diferencidlni rovnice, nebof Laplaceiv operator
(zde ve 2D) A = % + % obsahuje parcidlni derivace. Potencidl ¢(z,y) je totiz funkei vice
proménnych, musime tedy specifikovat, podle které zrovna derivujeme. VSechny ostatni v tu
chvili (pokud derivujeme parcidlné) povazujeme za konstantu.

Poissonova rovnice je PDR takového typu, ve které nevystupuje derivace podle ¢asu. Nehle-
dédme tedy ¢asovy vyvoj, ale stacionarni feseni. Z tohoto duvodu také nespecifikujeme pocateéni
podminku, jako u ODR, musime ale specifikovat tzv. okrajové podminky. Rovnici totiz resime
na néjaké konecné oblasti, derivace ale vyzaduji znalost hodnot v okoli daného bodu. Na hranici
této oblasti tedy musime predepsat dodatecné informace, kterym se rika okrajové podminky.

Nejjednodussi okrajovou podminkou je Dirichletova podminka, kterd je ve tvaru ¢(z,y) =
= 0, resp. obecnéji p(z,y) = C(zx,y), kde C je pevné dand (vétsSinou konstantni) funkce.
Dirichletova podminka tedy fika, jaka je hodnota potencidlu v daném bodé hranice. Druhou
pouzivanou podminkou je von Neumannova podminka, ktera je ve tvaru g—i = 0, kdy derivaci
provadime vzdy ve sméru kolmo k hranici. Tato podminka fika, ze v daném bodé se hodnota
potencidlu v daném sméru neméni (urcuje vlastné hodnotu elektrického pole).

Plati pfitom, ze v kazdém bodé hranice staci specifikovat jednu z téchto dvou podminek,
aby bylo feseni jednoznac¢né. Dirichletovu podminku pouzijeme, pokud vime hodnotu poten-
cidlu, napriklad na elektrodach kondenzitoru. Von Neumannovu podminku pak pouzijeme,
pokud jsme na hranici, kde predpokladame v daném sméru homogenni reseni. Pouzijeme je
tedy napr. ve volném prostoru daleko od vsech zdroju. Okrajové podminky pritom nemusi byt
specifikovany pouze na samém okraji oblasti, ale kdekoliv, kde tyto podminky potfebujeme
specifikovat (a v téchto bodech pak nefesime samotnou PDR). Pokud tedy napf. do deskového
kondenzétoru vlozime dalsi elektrodu, specifikujeme ji pomoci Dirichletovy podminky v oblasti,
kde se elektroda nachéazi.

Nyni si povime, jak Poissonovu rovnici vyresit numericky. Pouzijeme k tomu metodu konec-
nych diferenci, kdy budeme hledat feSeni na néjaké (v nasem piipadé pravoiihlé a pravidelné)
mfiizce. Laplacetv operator obsahuje druhé derivace ve smérech x a y, pokud tedy najdeme nu-
merickou aproximaci druhé derivace, najdeme i numerickou aproximaci Laplaceova operatoru.

17Excel vnitiné pouzival néjakou z iteraénich metod, zatimco my budeme soustavu rovnic Fedit presné.
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Obdobnym postupem, jako v kapitole o numerické derivaci si napisSme dva Taylory a seCtéme
je. Dostaneme

2 3
F+h) = F@) + hf @)+ o @)+ O @) + o).

2 3
Fla—h) = Fl@) = hf @) + o @)~ T O @) + o)

fla+h)+ f(z = h) = 2f(x) + K*f" () + O(h").
Druhou derivaci tedy mtizeme aproximovat vztahem

fit1 + fio1 — 2f;
B2
kde h je vzdédlenost dvou sousednich bodu mfizky. Za predpokladu, ze krok h je stejny ve sméru x

iy, tedy mizeme pro Laplaceiv operdtor v bodé (¢, j) miizky, kde ma funkce f(z,y) hodno-
tu fi;, psat

= +0(n?),

Afi, = fivri+ ficiy+ f;1J2+1 + fij—1—4fi; +On?).
Timto problém prevedeme na feseni soustavy rovnic A¢p = b, kde matice A na jednotlivych rad-
cich (odpovidajicich rovnicim pro jednotlivé body m¥izky) obsahuje bud aproximaci Laplaceova
operdtoru vyse, nebo nékterou z okrajovych podminek. Vektor b pak obsahuje hodnoty —g/eo
v jednotlivych bodech miizky, piipadné pravé strany okrajovych podminek. Refenim této sou-
stavy pak ziskdme hodnoty potencidlu ¢ ve vSech bodech mfizky.

Populaéni” modely

Prakticky ve vSech lohach, které jsme v predeslych dilech seridlu resili, jsme se vénovali pou-
ze diskrétnim simulacim. Nyni vyuZijeme nabyté znalosti z minula a podivame se na spojité
simulace, tj. takové, které vyzaduji numerické feseni diferencidlnich rovnic.

Diferencidlni rovnice maji nepreberné mnozstvi aplikaci. Abychom si trochu odpoc¢inuli od
fyziky a podporovali mezioborové vzdéldvani, zaméfime se na (v biologii hojné pouzivané)
modely vyvoje populacet

Zakladni populacni modely

Neni potreba dlouze zminovat, Ze ¢asovy vyvoj velikosti populace je ovlivnén Sirokou paletou
riznych faktort a neni tedy mozné jeho dynamiku exaktné postihnout. O to se ani nebudeme
pokouset. Misto toho se zaméfime jen na par dulezitych vlivii a budeme sledovat, co se déje
s populaci, kdyz mé navrch ten ¢i onen faktor.

Nejjednodussi je exponencidlni riustovy model. Ten je zalozen na predpokladu, ze produkce
potomkl neni nijak regulovina, tj. prostfedi poskytuje neomezeny prisun potravy, prostoru
a neziji v ném predatori. Potom muzeme vyvoj po¢tu jedinct n(t) zapsat pomoci diferencidlni
rovnice

dn
i (2)

18y principu nam nic nebrani pouzit diskrétni simulace (diferenéni rovnice), ale jelikoz se déti/mladata
nerodi skokové, ale neustédle a nepravidelné, dava lepsi smysl pouzit diferencidlni rovnice.
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Tato rovnice mé jednoduché feseni
n(t) = n(te)e" =) (3)

Parametr r se nazyva ristovy koeficient, to je pocateéni ¢as. Casto budeme pokladat to = 0
a psdt no = n(to = 0).

Pro r > 0 populace roste, pro r < 0 asymptoticky klesa k nule, pro » = 0 vyvoj stagnu-
je (populace je konstantn{). Pro praktické Eely je potfeba budto koeficient extrapolovat ze
starsich dat, nebo mit teorii pro jeho odhad™ S exponencidlnim rustem ¢i poklesem se samo-
ziejmé setkavame i ve fyzice, prikladem budiz ubyvani ¢astic radioaktivniho nuklidu v disledku
rozpadu na leh¢i ¢astice — viz minuly dil seridlu, prvni kapitola.

Za jeden z prvnich prikladu aplikace exponencidlnitho modelu v biologii mizeme povazovat
Fibonacciho tlohu s kraliky. Fibonacci uvazoval model, v némz mame na pocatku dva mladé
kréliky, pficemz mlady kralik se stane dospélym za jeden mésic (jednotka ¢asu, neni podstatna
pro teorii), a dospély par ma kazdy mésic dva nové potomky (pro §touraly: necht je v kazdém
paru jeden samec a jedna samice). Pocet vSech para kréliku v jednotlivych ¢asovych krocich
je v takovém pripadé dan sekvenci 1,1,2,3,5,8,13,... Posloupnost, jejiz kazdy c¢len je dan
souctem dvou predchozich, je na pocest autora nazyvana Fibonacciho. Pro nés je podstatné,
7e tento diskrétni model se chova v limité velkjch Casti podle vztahu n(t) = ¢'/v/5, kde ¢ =
= (14 /5)/2 je zlaty Tez, coz volbou 7 = In @ a ng = 1/v/5 pfevedeme na rovnici ().

Druhym vyznamnym popula¢nim modelem, ktery je zaroven stéle jednoduchy, je logisticky
rust. Je vyjadren diferencidlni rovnici

i—?zrn(l—%). (4)

Koeficient k zde predstavuje tzv. nosnou kapacitu prostredi. Pokud bude kapacita nekonec-
né, hodnota zavorky bude 1 a dostaneme zpét neregulovany, exponencidlni riust. Na hodnotu
v zévorce lze pohlizet jako na faktor, ktery reguluje velikost ristového koeficientu r. Pokud
je velikost populace vyznamné mensi nez je kapacita prostiedi, n < k, je hodnota v zévorce
zhruba rovna 1 a dostdvame tak zminény neregulovany rust. Jak se pomér n/k bliz{ zdola jed-
né, rust postupné zpomaluje, az se velikost populace zastavi na hodnoté n = k; prostredi je
saturovano.

S timto chovani se opét setkavame i ve fyzice, a to u fermionového plynu. Zatimco idealni plyn
slozeny z klasickych éastic lze komprimovat do libovolné malého objemu, u fermiont (napt. elektrony)
tomu tak neni. Pauliho vylucovaci princip totiz fiké, ze zadny kvantovy stav nemuze byt okupovan
dvéma ¢i vice fermiony s identickou sadou kvantovych ¢isel. Proto muze dojit k nasyceni kvantovych
stavi, coz ma za nasledek naptiklad zastaveni kolapsu hvézdy po dohoreni paliva a nésledny vznik bilého
trpaslikak

Jelikoz je tento model mirné komplikovanéjsi nez predchozi, rozepiSeme zde postup reseni
a vysledek rozebereme. Rovnici (i) separujeme a budeme integrovat,

n t
dn
ng M (1 — E) 0
¥ Takovy teoreticky vztah mize obsahovat parametry jako po&et potomki v jednom vrhu, dobu mezi vrhy,
délku zivota atp.

20 Jedn4 se ovsem o aproximaci. Tlak elektronového plynu miize byt piekonan, coz vede ke vzniku neutronové
hvézdy nebo dokonce cerné diry.

10
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Na pravé strané dostdvame trivialné rt. Na levé strand pouzijeme substituci n = n’k a prove-
deme rozklad na parcidlni zlomky

1 1 1

n(l—-n) n n—1"

Tyto zlomky se integruji na logaritmy, a tak vracenim substituce a prevedenim rozdilu logaritmt
na logaritmus podilu postupné dostaneme
1_ no
n k).
no 1-— %

/ o 1-2
m(?)m(l 7>—m(n)m( %)—
ng 1-mng no 1-32
1— no
ln<n fb)—rt

no 1—E

prevedeme do exponencidlniho tvaru

Vysledek

n _ Tt
1= =ce ,

=3

kde jsme pouzili substituci ¢ = no/(1 — no/k). Jelikoz se jednd o rovnici linedrn{ v n, mizeme
snadno vyjadiit
. k

1+ %e—” ’

n(t) ()
Funkce (E) se nazyva logistickd funkce. Na zdkladé hodnoty parametru c rozliSujeme tii kvalita-
tivné odlisné feseni. Pro ng = k je ¢ = oo a funkce se tak redukuje na n = k, jak jsme si vsimli
vyse. Pro ng < k je ¢ > 0, z &ehoz plyne n(t) < kVt, pricemz diky ¢lenu e”"* mdme limitu
lim;—, 00 n(t) = k. Ttetim feSenim je zavedeni pfesycené populace ng > k. Potom mame ¢ < 0,
coz m4 za dusledek n(t) > kVt a limita nekone¢ného ¢asu je opét k. Populace, kterd je vétsi nez
nosné kapacita prosttedi, postupné konverguje k této kapacité. Vsechna tii feseni naleznete na
obrazku p. Jesté uvedme, ze model lze déale vylepsit napriklad zavedenim casové zavislosti nosné
kapacity ¢i prictenim fluktuacniho ¢lenu, feseni se pak ovsem muze podstatné zkomplikovat.

Lotkidv—Volterriiv model

Oba vyse zminéné modely pfedpokladaly, ze se ve zkoumaném prostfedi vyskytuje pouze jedna
populace. Takovy ptripad muzeme zridka pozorovat napr. u nékterych autotrofi—extremofili,
typicky ovsem pozorujeme dvé a vice populaci, které spolu interaguji. V nésledujicich odstavcich
zminime dva typy interakce a rozebereme modely, kterymi je mizeme popsat.

Prvnim typem je interakce predator—korist. Koristi je nejcastéji bylozravec, naptiklad jiz
zminény kralik, ktery ziskdva potravu (trdvu) z prostfedi. Budeme uvazovat, Ze travy je ne-
omezené mnoho, populace kraliku se tedy sama o sobé bude vyvijet exponencidlné. Predator,
napiiklad liska, se zivi lovem kraliki. Cim vétsf je populace kralikil, tim rychleji roste populace
lisek. Naopak ¢im vétsi je populace lisek, tim pomaleji roste (rychleji klesd) populace kralika.

Jiz z uvedeného popisu si mizeme rozmyslet, ze populace budou nejspise oscilovat, pricemz
zde bude urcity fazovy posun, nebot kdyz je jedna populace na maximu, nemuze byt v maximu

11
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2.0 T T T T
= n0 = 0.01*k
— n0=k
— n0 = 2.0*k
1.5} 1

n(t)

10

Obr. 2: Logisticky vyvoj populace pro ruzné pocatecni hodnoty. Zelena kiivka predstavuje
ptipad, kdy je populace jiz od zacdtku na nosné kapacité, ¢ervend kiivka odpovida riastu
z hodnot zanedbatelnych vici kapacité a modra kiivka je vyvoj populace nad nosnou
kapacitou prostiedi. Pro jednoduchost jsme volili k& = 1.

i druha. Matematicky model vyvoje populaci se nazyva Lotkiuv—Volterriuv model preddtor—korist
a je shrnut soustavou diferencidlnich rovnic

i—: =rxz — Dxxy,
dy
3 = vy~ Dyy. (6)

Koeficienty r«, ry jsou ristové, koeficienty Dy, Dy jsou extinkénfa Vsechny tyto koeficienty
jsou kladné.

Rovnice dobfe postihuji fakt, Ze zatimco preddtora y interakce (¢len xy) zivi, kofist zase
hubi. Spatnou zprévou je, ze tyto rovnice ndm neumoziiuji najit asovou zévislost velikosti jed-
notlivych populaci v uzavieném tvaru. Soustavu nelinedrnich diferencidlnich rovnic (f) je mozné
linearizovat, dostaneme tak ale pouze aproximativni feSeni pro malé relativni zmény v popu-
lacich, coz neni uspokojivé. Exaktné dokadzeme nalézt napriklad staciondrni bod, tj. velikosti
populaci predatora a kotisti, pfi kterych dojde ke stagnaci. Staci prosté polozit @ = 0, y = 0
a vyresit soustavu dvou linedrnich algebraickych rovnic. Vysledkem jsou kofeny (z1,y1) = (0,0)
a (x2,y2) = (Dy/ry,rx/Dx). Lze ukézat, ze bod (x1,y1) je sedlovy, a tedy nestabilni, a tedy
ze populace nemaji tendenci vymfit, coz ukazuje na kvalitu modelu. Perturbace okolo (z2,y2)
vedou k oscilacim ve vyvoji populace (zminéné linearizované feSeni). VySetfovani stability Fe-

21Koeficienty v Lotkové—Volterrové modelu se dasto uvadéji bez konkrétnich nézvi, vybrali jsme jim proto
néjaké prihodné.

12
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Seni diferencidlnich rovnic je velice zajimava disciplina, ale nemédme zde na ni ani prostor, ani
matematicky aparéat.

Je tu ale i dobra zpréava, a sice, Zze pokud ndm bude stacit sledovat vyvoj pouze béhem
nékolika mala period, vystacime si pfi integraci zcela bezpecné s oblibenu explicitni metodou
RK4. Nize je prilozen kéd, ktery resi Lotkovy-Volterrovy rovnice. Ziskany vyvoj je vykreslen
na obrazku (B). V obrazku si vSimnéte stavu, kdy se populace kofisti ptiblizi k nulové hodnoté.
Pri aplikaci modelu v biologii musime mit na paméti, ze aby se korist mohla rozmnozovat, musi
prezit alespon jeden jedinec. Pokud bychom hodnotu x povazovali za pocet jedinct, je z ob-
razku f zfejmé, ze pro zvolené parametry model selhal. Tento jev se v literature oznacuje jako
satto-fox problem* (pfi modelovani vyvoje populaci kralika a lisek v Britdnii klesla populace
predétort na jednu attolisku, tj. 107 ligky).

# LOTKUV-VOLTERRUV MODEL PREDATOR KORIST
# Importujeme knihovny

import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

# metoda Runge-Kutta 4. radu pro funkce bez ezplicitni casove zavislosti
def rk4(f, y, h):

k1 = f(y)

k2 = f(y + (h/2.)*k1)

k3 = f(y + (h/2.)*k2)

k4 = f(y + hx*k3)

y =y + (h/6.)*%(kl + 2.%xk2 + 2.%k3 + k4)

return y

# Lotkuv-Volterruv model, r rust, D extinkce,
# prunt prvek pole korist, druhy predator
def 1lv_pp(y):
r = np.array([0.5,0.1])
D = np.array([0.1,0.3])
return np.array ([r[0]*y[0] - D[O]*y[0]l*y[1],r[1]1*y[0l*y[1] - D[1]l*y[1]1])

# definujeme delku casoveho kroku, pocet kroku, pocatecni wvelikost populact
h = 0.01
kroky_max = 9999
krok = 0
cas_pole = np.zeros(kroky_max+1)
korist_pole = np.zeros(kroky_max+1)
predator_pole = np.zeros(kroky_max+1)
y = np.array([2.,1.])
korist_pole[krok] = y[0]
predator_pole [krok] = y[1]
# integrujeme pomoct rk4, ukladame do pole
while krok < kroky_max:
y = rk4(1lv_pp,y,h)
krok += 1
korist_pole[krok] = y[0]
predator_pole[krok] = y[1]
cas_pole[krok] = krok*h

# wykreslim casovou zavislost

koristplot, = plt.plot(cas_pole,korist_pole,'r',linewidth=2,label="'korist"')
predatorplot, = plt.plot(cas_pole,predator_pole,'b',linewidth=2,label="'predator')
plt.xlabel('cas')

plt.ylabel('populace')

plt.legend(handles=[koristplot, predatorplot])

plt.show()
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— korist
— predator |{
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Obr. 3: V¥voj populaci podle Lotkova—Volterrova modelu predator—kofist. Cervens ¢éra
predstavuje kofist, modra predatora. Volili jsme koeficienty r« = 0,5, ry = 0,1, Dx = 0,1,
Dy = 0,3 a poc¢atecni populace z = 2, y = 1. Velikost populace povazujeme za
normalizovanou, tzn. nepredstavuje pocet jedincu.

Dalsi a posledni popula¢ni model, ktery v tomto textu rozebereme, je kompetitivni Lotkiv—
Volterriv model. Zatimco model predator—korist pridaval interakci k exponencidlnimu modelu,
kompetitivni model pridava interakci k logistickému modelu. Ptislusné soustava diferencidlnich

rovnic mé pro dvé populace tvar

ai = (1=

d
s

)
)

V tomto modelu nedochazi k predaci, populace vSak soupefi o spoleény zdroj potravy, coz
je vyjadfeno cleny I,y a Iyxx, kde interakéni koeficienty I jsou kladné. Na zdvorku se opét
muzeme divat jako na parametr upravujici rustovy koeficient, interakéni koeficienty pak mtuzeme
interpretovat jako pomér, ktery ndm rikd, kolika jedincim v populaci x zabere Zivotni prostor

jedinec z populace y.

Podobné jako v piipadé modelu predator—korist neexistuje analytické reseni a musime se
spolehnout na numeriku. Co se tyc¢e stacionarnich bodu, fesime soustavu dvou kvadratickych

14
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rovnic a nalezneme koreny

1,‘1:0,3/1:0,
x2 =0,y2 = ky,
x3 =kx,y3 =0,
ke—Lyky Ky — Iyks
[ A AREL L I A

T4

Zde by byl dalsi rozbor podstatné komplikovanéjsi nez u modelu s predaci. Pouze si proto
povSimnéme, ze Ctvrty koren®= miize v ptipadé silnych interakci nabyvat zapornych hodnot,
tj. v kladné oblasti parametrii z, y (zdporné nemaji v biologii smysl) neexistuje zadny bod,
okolo kterého by mohlo feseni oscilovat, nebo k nému konvergovat.

Pro feseni kompetitivniho Lotkova—Volterrova modelu Ize opét vyuzit metodu RK4. Studo-
vani dynamiky modelu bude vasim tkolem v seridlové tloze.

Na zavér jesté dodejme, ze Lotkovy—Volterrovy diferencialni rovnice lze zobecnit a psat jako
soustavu

a =nifi(n),
kde
f(x)=r+ Ax.

Slozka n; vektoru n udava velikost i-té populace. Slozky 7; vektoru r jsou rtstové koeficienty
jednotlivych populaci a matice A popisuje (potencidlné nesymetrické) interakce mezi popula-
cemi. V tomto tvaru mizeme tedy do modelu zavést libovolny pocet populaci s riznymi typy
interakci. Napriklad mazeme vyjit z kompetitivnitho modelu a nékterym populacim dat zaporné
interakéni koeficienty, ¢imz budeme simulovat parazitické chovani (pokud bude I;; < 0 a ziro-
ven I;; < 0, ptijde o mutualismus), a k tomu pfidat populace, které se zivi jen predaci téch, na
nichz jsou zavisli paraziti. Tak ziskdme nepiimou interakci mezi predatory a parazity.

Co se neveslo

V pribéhu roku jsme vam v seridlu slibili probrat nékolik témat, kterd jsme pozdéji jen struéné
odbyli, nebo se na né viibec nedostalo. Bohuzel jsme s tim nemohli nic udélat, protoze uz v sou-
casném stavu je tento seridl zdaleka nejdelsi v historii FYKOSu, a diky castym pozadavkim
na psani vlastnich pocitacovych skriptt je také jednim z nejnaroc¢néjsich seriala, které jsme kdy
mezi nase teSitele vypustili. Pokusime se zde proto vysvétlit, co nds vedlo k vynechani téch
konkrétnich témat.

V simulaéni ¢4sti zcela chybélo pojednani o termodynamickém Monte Carlu (TMC). Tato
hojné vyuzivanid metoda by vyzadovala shrnout zdklady termodynamiky a statistické fyziky,
s nimiz se potykal seridl 29. ro¢niku, a jesté je trochu rozsitit. A tim jsme vas nechtéli trapit.
Zaroven jsme vas proto museli ochudit o rozbor Isingova modelu ferromagnetismu, ktery se

22ygimnéte si, e explicitné neobsahuje nulu (vyhynulou populaci) — pokud kx — Ixyky = ky — Iyxkx = 0, je
i jmenovatel 1 — Iy Iy = 0; dosazenim do ([{) zjistime, Ze pak je stabilni libovolna populace s z/kx +y/ky =1

23Pro ty, kteif jiz slySeli o Einsteinové sumaéni konvenci, pro jistotu uvédime, Ze zde se pres stejné indexy
nescita.
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nejlépe tesi pravé pomoci TMCfE Alternativni pristupy pomoci bunécnych automati bohu-
zel nejsou na pochopeni o moc jednodussi. Abyste si nemysleli, ze Isingiv model slozi jenom
k modelovani ferromagnetismu, tak vézte, ze pomoci néj lze predpovidat i drodu pistacii

Stejné tak jsme se z duvodi zvysené slozitosti a protahovani délky textu nevénovali simula-
cim kritickych jevi pomoci bunéénych automati a jevu perkolace. Také jsme vynechali pomérné
zédbavné simulace prirodnich katastrof. Vice ¢asu jsme také mohli vénovat studiu Brownova po-
hybu. Celkoveé Ize fict, ze prakticky na kazdém tématu, kterého jsme se béhem simulaci dotkli, si
Ize zalozit védeckou kariéru. Pokud to ovsem ¢lovék s modelovanim ptirodnich jevu mysli vazné,
je potieba stravit par let studiem matematiky a statistiky. Jak jsme jiz drive zminili, statistic-
ké zpracovani simulaci jsme v seridlu rychle vzdali, nebot ¢inilo fesitelim problémy a ubiralo
prostor pritazlivéjsim témattim. Neni vSak pravda, ze by nebylo bez hlubokych matematickych
znalosti néco pékného nasimulovat — to jsme se ostatné snazili v tomto textu dokazat. Pokud
mate chuf se vénovat simulacim i bez toho, abyste byli vedeni FYKOSem, zkuste se podivat
tfeba na evoluéni teorii her™= Pokud jste trochu vice pragmatic¢ti, mizete si zkusit nasimulovat
nékteré jevy v ekonomii, zkuste hledat heslo Black-Scholes equations. Pokud se vam libil ak-
tudlni biologicky zaméreny dil, zkuste vyhledat difdzni populacni modely ¢i popula¢ni modely
zalozené na celularnich automatech. Moznosti je spoustu, staci si jen vybrat.

Podékovani

Chtéli bychom vyjadrit velky dik vim vsem, ktefi jste docetli az sem, a zdroven vam poblahopriat
k vasemu neochvéjnému zajmu o pocitacovou fyziku. Béhem psani seridlu jsme seznali, ze je pro
vétsinu fesitelu dosti narocny, coz se negativné projevilo na poc¢tu odevzdanych feseni. Ackoli
jsme se postupné snazili psat text vice srozumitelné a s mensim mnozstvim matematiky, rostouci
naroky na samostatné programovani byly bohuzel pro mnohé FYKOSaky velkou prekazkou,
takze vds do konce vydrzela jen hrstka. AvSak o to vic na sebe muzete byt hrdi, a vézte, ze
nabyté programovaci dovednosti v zivoté jesté mnohokrat zurocite. Mnoho zdaru s Sestou sérii
a neutuchajici nadseni pro fyziku vdm preji

Mirek Hanzelka a Lukds Timko

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

24Lze ho Fesit i analyticky ale v jedné dimenzi neobsahuje zadné fyzikalné zajimavé chovani, ve t¥ech a vice
dimenzich neni exaktné resitelny a ve dvou dimenzich existuje exaktni Onsagerovo feSeni. K tomu reknéme
jen tolik, ze Landau ddajné kdysi prohlasil: ,,Celou fyziku jsem si prepocital od zdkladua sdm, jen Osnagerovo
feseni Isingova modelu jsem si musel precist.”

25 https://www.matfyz.cz/clanky/

1111-aktualita-z-fyziky-uroda-pistacii-podle-isingova-modelu

26pgkn4 a pritazlive graficky zpracovand ukazka aplikace této teorie je naptiklad na webu http://ncase.me/

trust//.
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