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Uloha V.S ... linearni 10 bodi; primér 8,38; fesilo 21 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouziva linedrni regrese (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: dva hlavni pripady aplikace linedrni regrese, pouzivany model,
predpoklady modelu, postup volby prokladané funkce, zpisob vyjadreni nejistot mérent,
zékladni grafické metody regresni diagnostiky). Neni potifeba uvddét presnd matematickd
odvozeni, stac¢i pozadované pojmy a vlastnosti strucné popsat.

b) V pfilozeném datovém souboru linregl.csv naleznete vysledky urcitého fyzikalniho experi-
mentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Namérenymi daty chceme prolozit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé parabola, tedy funkce tvaru

f(z) = az® + bz +c.

Hlavnim cilem experimentu je urcit hodnotu koeficientu a (tedy koeficient u x*). Uréete hod-
notu tohoto koeficientu véetné nejistoty méreni. Neni potieba provadét regresni diagnostiku.

¢) V prilozeném datovém souboru linreg2.csv naleznete vysledky urcitého fyzikdlniho experi-
mentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Naméfenymi daty chceme proloZit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé logaritmicka funkce, tedy funkce tvaru

flx)=a+b-log(x).

Hlavnim cilem zpracovani dat je vykreslit graf namérenych dat spolu s prolozenou teo-
retickou zdvislosti. Vykreslete takovyto graf (véetné intervalového odhadu pro proklddanou
funkci) a struc¢né ho okomentujte (takovyto graf musi mit vsechny nalezitosti). Neni potreba
provadet regresni diagnostiku.

d) Predpoklddejme, e mame naméreny dvojice dat (x;,y;) a chceme jimi proloZit linedrni
funkéni zavislost, tedy funkci tvaru

f(z) =a+bz.

Odvodte presnou podobu vzorce na vypocet hodnoty odhadii regresnich koeficienti. Mizete
pouzit libovolnou ze dvou metod predstavenych v serialu a také libovolné jiné zdroje, pokud
je budete fddné citovat. Vzorec chceme opravdu odvodit (tj. uvést vypocet), nikoliv pouze
napsat.
Bonus: V ilohdch b) a c) provedte regresni diagnostiku a diskutujte, zda jsou splnény vSechny
potrebné predpoklady (pokud to jde, provedte také test vhodnosti proklddané funkce a disku-
tujte jeho vysledky).
Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tkolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal nékde slysel, Ze linedrni regrese je pry uplné jednoduchd véc.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen prectenim patého dilu seridlu. Na tomto
misté popiseme jen opravdu nejzakladnéjsi véci.
Linedrni regrese se mize pouzit v pripadech, kdy médme naméfend data ve formé dvojic
(z1,91),---, (Tn,yn) a chceme jimi prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterd je linedrni
v nezndmych regresnich koeficientech (vice o pouzivaném modelu v dal$im odstavci). Dva
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hlavni duvody, pro¢ pouzivat linedrni regresi jsou, Ze chceme nepifimo zmérit néjakou fyzi-
kélni veli¢inu (tedy hodnotu vybraného regresniho koeficientu) nebo ze chceme vykreslit graf
s namérenymi daty, ve kterém bude pro nizornost vykreslena teoreticka funkéni zdvislost.
Nyni si blize popiseme model, ktery pii aplikaci linedrni regrese pro nase data predpoklada-
me. Linedrni regresni model predpokladd, ze méfena data splnuji vztah

yi = Bo+ Bifi(xs) + -+ Befu(xs) + €4,

kde Bo, B, ..., Bk jsou neznamé regresni koeficienty, které chceme odhadovat pomoci na-
méfenych dat, fi(z),..., fu(x) jsou zvolené proklddané funkce a &; je ndhodnd nepfesnost
méfeni (tedy ndhodna veli¢ina).
Linedrni regresni model mé 4 predpoklady, kterymi jsou

e Spravnd volba prokladané funkce.

e Stejny rozptyl pro vSechna méreni.

e Nezavislost jednotlivych méreni.

e Normaélni rozdéleni nasich méreni.

Fyzik by se mél vzdy snazit pti méfeni dat zajistit splnéni téchto predpokladu (hlavné pred-
poklad o nezavislosti jednotlivych méfeni) a po pouziti metod linedrni regrese zkontrolovat,
zda byly vSechny potiebné predpoklady splnény (o zpisobu ovérovani splnéni predpoklada
v dalsich odstavcich).

Abychom minimalizovali riziko Spatné volby proklddané funkce, je dobré volit jen takové
funkce, které maji urcité teoretické fyzikalni opodstatnéni. Pokud toto nebudeme dodrzovat,
vystavujeme se nebezpedi, ze prokladanou funkci zvolime Spatné a vsechny nase vysledky
budou neplatné.

Podobné jako pti méreni jedné fyzikalni veliciny mizeme i v pripadé linedrni regrese vyjadrit
odhady regresnich koeficient a proklddané funkce véetné nejistot méreni. V textu seridlu
byly uvedeny pfesné vzorce na vypocet téchto nejistot, které zde nebudeme opakovat. V praxi
je za nas bude vzdy numericky pocitat matematicky software.

Jak bylo fec¢eno v predchozich odstavcich, vzdy by se méla ovérit platnost predpokladu
pouzitého modelu linedrni regrese. K tomu se pouzivaji residua modelu definovana jako

wi = yi — Bo — Bufr(zs) — - — Bufuli)

kde 5A0, . ,5} jsou odhadnuté hodnoty regresnich koeficienti. Pokud byly vSechny pred-
poklady pouzitého linedrniho regresntho modelu splnény, méla by byt residua navzdjem
nezévislad a neméla by vykazovat zddnou (ani lokalni) zdvislost na nezdvisle proménné. To-
to se muze nésledné ovérovat na vhodnych grafech residui (napt. residua oproti nezdvisle
proménné, residua oproti hodnotdm prolozené funkce, residua oproti posunutym residuim
atd.).

Ve vypocetnim prostieni R nacteme poskytnuty datovy soubor na pomoci linedrni regrese
naméfenymi daty prolozime funkci tvaru

f(z) = az”® + bz +c.

Vypocetni prostiedi R spocte podle vzorcu uvedenych v textu seridlu pro zadany model od-
hady regresnich parametri véetné nejistot méreni a uvede je na vystupu. Pro tato konkrétni
data a proklddanou funkci dostaneme odhad regresniho koeficientu u z?

a=198
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a nejistotu méfeni tohoto koeficientu
sq = 0,10.

Kdyz pouzijeme zkriceny zépis, muzeme psat, ze jsme nepifimym méfenim urcili hodnotu
koeficientu a jako
a = (1,98 £0,10) .

Ve vypocetnim prostiedi R prolozime poskytnutymi daty funkci tvaru
fx)=a+0b-log(x).

Vypocetni prostiedi R spocitd odhady regresnich koeficientii véetné nejistot méreni podle
vzorcu uvedenych v textu seridlu. Pro nase konkrétni data dostaneme hodnoty

a=(5,0+0,08),
b= (2,87 +0,09),

kde vyuzivame klasické zkraceny zapis nejistot méreni. Na Obr. m muzeme vidét meéreni
vcetné prolozené funkce a intervalu spolehlivosti pro proklddanou funkci s hladinou spoleh-
livosti 95%. Interval spolehlivosti je pomérné tzky, coz znadi, ze jsme pomoci namérenych
dat urcili proklddanou funkci pomérné presné. Nemélo by nas nijak prekvapit, ze mnoho
naméfenych bodu (vétsina) padne mimo interval spolehlivosti pro proklddanou funkci. Toto
je zptisobeno tim, ze kdyz zkombinujeme informaci ze vSech méreni pomoci linearni regrese,
jsme schopni urcit hodnoty prokladané funkce velice presné.

7 tohoto obrazku muzeme vidét, ze prolozend funkce na namérend data sedi pomérné dobre,
ale je mozné, Ze je mirné porusen predpoklad homoscedasticity (vidime, Ze rozptyl méfe-
nych hodnot zévis{ na nezdvsle proménné). Ovéfovani splnéni vSech predpokladii se budeme
podrobnéji vénovat v bonusové ¢asti tohoto vzorového feseni.

V textu seridlu byly zminény celkem 2 metody, jak se daji vyjadrit odhady regresnich pa-
rametru v linedrni regresi pomoci namérenych dat. Ve vzorovém feseni pro jistotu uvedeme
oba mozné postupy.

i Jako prvni vyjadiime tyto odhady nalezenim minima souctu ¢tverci pomoci jejich parcial-
nich derivaci, které polozime rovny nule a vyfesime ptislusné rovnice (obecny postup hleddni
extrému funkci vice proménnych). Nejprve si musime vyjadrit soucet ¢tvercu

n

S(a,b) = Z (yi —a — bx;)* .

=1

Tento soucet ¢tverct nyni parcidlné zderivujeme podle obou proménnych a a b a tyto par-
cidlni derivace polozime rovny 0, ¢imz dostaneme

0S5(a,b) " ‘ N
“ba = _2_1 —2(ys —a—bz;) =0,
0S5(a,b) = o

o = E 2x; (ys —a—bx;) =0.

=1
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Obr. 1: Graf s namérenymi daty, prolozenou funkéni zavislosti a 95% intervalem spolehlivosti
pro proklddanou funkci.

Nyni musime nalézt feSeni této soustavy rovnic. Upravami téchto dvou rovnic dostdvame

zn:yi—na—bzn:xi =0,

i=1 i=1
inyifainbemf =0.
i=1 i=1 i=1

Z prvni rovnice nyni dostavame, ze plati

1 n n
azﬁ Zyi—bei
i=1 i=1

Toto vyjadreni muzeme nyni dosadit do druhé rovnice a dostdvame

imiyi*ixi %iysz%ixl fbixfzo.
=1 =1 =1 i=1 i=1
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7 této rovnice uz se jednoduchymi algebraickymi dpravami dé odvodit vzorec pro b, ktery
ma tvar

I =1 =1 1=1
b="1
n n 2
2 _ 1 v
dori— |
i=1 =1
Zpétnym dosazenim potom ziskdme vzorec pro odhad parametru a ve tvaru
n n n n
1 2 1
EPIED IR D IED pE"
~ i=1 =1 i=1 =1
a= 5
n n
2 _ 1 ,
dow -y (Z w)
i=1 i=1

Timto jsme tedy odvodili vzorce na vypocet regresnich koeficienti pomoci minimalizace
souctu Ctvercu residui v nasem linedrnim regresnim modelu.

Nyni si v rychlosti uvedeme, jak by se dalo postupovat druhou alternativni cestou, kterou
jsme zminili v textu seridlu. Nejprve si musime uvédomit, jak vypada matice modelu a vektor
naméfenych hodnot. V nasem konkrétnim piipadé budou mit tvar

1 X1 Y1
1 =z, UYn
Nyni stac¢i tuto matici a vektor dosadit do vzorce na vypocet odhadu regresnich koeficientu
a T\ —1gT
( 0D > =X'X)" XY,

Pro snadnéjsi vypocet budeme postupné vycislovat uvedené matice. Nejprve se budeme
zabyvat matici X7X, vyé&islime tuto matici

1 = n Z T;
T I | . i=1
X' X= : : = “n

1 ... X B n
i=1 i=1

Nyni si musime spocitat inverzni matici (XTX) ~! Budeme postupovat klasickym zptsobem,
ze si vedle této matice napiseme jednotkovou matici a budeme délat stejné radkové tipravy
na obé matice az dostaneme misto pivodni matice jednotkovou matici. Matice, ktera se
potom objevi na misté puvodni jednotkové matice bude hledand inverzni matice.

n Sai |1 0 n S 1 0
i=1 Z

n n n n 2 n
> 2%2 01 0 me—i(Zmﬁ) —%E% 1
i=1 i=1 . .
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V pribéhu téchto dprav jsme pouzivali jen odecitani nasobku jednoho rddku od druhého

a nasobeni fadku konstantou. Konkrétné jsme v prvni dpravé odecetli % > z;nasobek prv-
i=1

n n 2

niho ¥adku od druhého. Ve druhé tpravé jsme druhy fddek vydslili z? -1 <Z ml> ,

n

=1 i=1

n
nasledné jsme odecetli ) z;ndsobek tohoto fadku od prvniho Fadku. Ve tfet{ dpravé jsme
i=1
pouze vydélili prvni faddek ¢islem n a upravili zlomek do hezcéiho tvaru.
Nyni si musime vyé&islit i druhou matici X7Y. Dostévime

Y1 Z Yi
Ty — ( 1.1 ) A I
1 ... Zn : n
1 " > wiys
i=1

Nyni mame vse pripraveno k dosazeni do vzorce na vypocet hodnot regresnich koeficienti,
po dosazeni dostavame
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Vidime, ze pfi pouziti obou postupti ndm vysly naprosto stejné vysledky, coz neni nijak

prekvapivé.

Bonus: 'V bonusu bude nasim tkolem provést regresni diagnostiku, kterou jsme v tlohéch b)
a c¢) nedélali.

Zacneme tlohou b). K tomu, abychom mohli posoudit, zda jsou vSechny predpoklady line-
arniho regresniho modelu v tomto pripadé splnény, si potfebujeme vykreslit jednotlivé grafy,
které jsme detailné popisovali v textu seridlu. Na Obr. Pl mizeme vidét namérend data a pro-
lozenou funkci. Vidime, ze proloZend funkce na namérend data dobfe sed{ (spravné prokldda
naméfend data a nejsou vidét zddné znadmky rtzného rozptylu méfenych dat). Na Obr. J mi-
zeme vidét hodnoty residui vynesené v grafu oproti hodnotdm nezavisle proménné. V tomto
grafu muzeme vidét rovnomérné rozprostiend residua okolo osy z. Na Obr. ] muzeme vidét
vynesené hodnoty residui oproti hodnotam prolozené funkce. Opét neni vidét zadnd znamka
podezielého chovani residui, kterd jsou rovnomérné rozprostiené kolem osy x. Nakonec jesté
musime podle Obr. ff zkontrolovat nezavislost mérenych hodnot. Na tomto grafu opét nevidime
nic podeztelého, vSechna residua jsou ndhodné rozprostreny kolem pocatku souradnic s Zaddnou
tendenci shlukovani v jednotlivych kvadrantech. Na zadnych z téchto grafi jsme nenasli zadnou
znamku toho, ze by byl porusen néktery z predpokladu linedrniho regresniho modelu. Na zdvér
tedy muzeme Fici, ze pouziti linedrni regrese bylo v tomto piikladé bezproblémové a obdrzené
vysledky muzeme povazovat za presné.

Nyni se budeme zabyvat tlohou ¢). Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce mtzeme
vidét na Obr. m 7 tohoto grafu muzeme vidét, ze proklddand funkce na namérend data sedi
pomérné dobre, ale je mozné, ze budeme mit problém s porusenim predpokladu homoscedas-
ticity (mizeme si vSimnout, Ze naméfené hodnoty v pravé ¢dsti grafu maji vétsi rozptyl nez
data na levé strané grafu). Na Obr. f muzeme vidét graf residui oproti hodnotdm nezdvisle
proménné. Tento graf potvrzuje nase podezieni o tom, ze mérend data nemaji stejny rozptyl.
I zde je vidét, Ze residua v pravé ¢asti grafu maji vétsi rozptyl nez residua v levé ¢asti grafu. Na
Obr. [ miizeme vidét graf residui oproti hodnotam prolozené funkce. I na tomto grafu mtzeme
pozorovat, ze méfend data nemaji stejny rozptyl. Na druhou stranu si ale musime uvédomit,
ze rozdil mezi rozptyly neni nijak podstatné velky. Na Obr. § miuzeme vidét graf residui oproti
posunutym residuim. Opét muzeme pozorovat, zZe residua nemaji tendenci shlukovat se v zad-
ném z kvadrantu a jsou rovnomérné rozptylena kolem pocatku souradnic, coz znaci, Ze naSe
méreni byla nezavisla. Na zdvér mtzeme Tici, Zze jsme z grafi sice vypozorovali, ze nase mefeni
nemeéla stejny rozptyl, ale poruseni tohoto predpokladu neni nijak vyrazné a bude mit spise
zanedbatelny vliv na platnost vysledkt obdrzenych pouzitim linedrni regrese.

Na zavér jeSté provedeme statisticky test vhodnosti proklddané funkce v piikladu ¢) (v pfi-
kladu b jej provést nelze, nebot tam nemame vice méreni pro stejné hodnoty nezavisle promén-
né). Tento test byl popsidn v textu seridlu a proto ho zde nebudeme podrobné opakovat, jen
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uvedeme, Ze testovd hypotéza a alternativa maji tvar

H : Proklddand funkce je zvolena spravné.

A : Proklddané funkce neni zvolena spravné.
Pouzitim vypocetniho softwaru R dostaneme hodnotu testové statistiky pro nase konkrétni data

CH =14

a p-hodnotu
p=0,24.

Vidime tedy, ze nezamitame testovanou hypotézu na hladiné spolehlivosti a = 0,05. Toto znaci
(spoleéné s grafy popsanymi vyse), ze jsme proklddanou funkci zvolili spravné.

g y=ax’+bx+c
proloZené funkce
o naméfené hodnoty
o _|
(32}

hodnoty y
20
1

10
|

hodnoty x

Obr. 2: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu b).
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Obr. 3: Graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné z piikladu b).
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Obr. 5: Graf residui oproti posunutym residuim z ptikladu b).
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Obr. 6: Graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné z piikladu c).
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Obr. 7: Graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce z piikladu c).
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Obr. 8: Graf residui oproti posunutym residuim z p¥ikladu c).
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