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a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, co je to ndhodnd veli¢ina a jaké m4 vlastnosti (postaci vlast-
nimi slovy objasnit ndsledujici pojmy: ndhodna velic¢ina, rozdéleni ndhodné veliciny, realizace
ndhodné veli¢iny, stfedni hodnota, rozptyl, histogram).

b) Vygenerujte grafy hustot pravdépodobnosti (pripadné pravdépodobnosti nabyvani jednotli-
vych hodnot) vsech v seridlu popsanych rozdéleni ndhodnych veli¢in pro rizné typy para-
metri daného rozdéleni a popiste, jaky md zména parametru/td vliv na tvar hustoty prav-
dépodobnosti (pripadné pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot).

¢) Vygenerujte z prilozenych dat histogramy a pokuste se urcit, ze kterého rozdéleni tato data
pochézeji.

d) Definujme si ndhodnou veli¢inu X jako vysledek hodu ,,férovou® Sestisténnou kostkou (vsech-
na cisla padaji se stejnou pravdépodobnosti). Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X a déle
spocitejte EX a varX.

Bonus Uvedte priklad dvou nahodnych velic¢in, které maji stejnou stredni hodnotu i stejny

rozptyl, ale maji rizné rozdéleni.

Pro préci s daty a vykreslovani grafii pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto
ukolti postaci drobné upravit priloZzeny skript, ve kterém je pomoci komentaru v kédu vysvétlena
potrebna syntaxe jazyka R. Michal stanovil zaddnt ulohy ndhodné, snad nebude moc tézkd.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pfectenim 1. dilu seridlu, na tomto misté si
tickému modelovani situaci, u kterych nemuzeme dopredu s jistotou znédt presny vysledek.
Néahodnou veli¢inu si miizeme predstavovat jako proménnou, kterd ale nemé jednu pevnou
hodnotu (at uz zndmou ¢ nezndmou), ale muze nabyvat (s riznymi pravdépodobnostmi)
riznych hodnot.

Rozdéleni ndhodné veli¢iny je potom to, ¢im je ndhodnd veli¢ina uréend (podobné jako je
klasickd proménnd uréend svoji hodnotou). Rozdéleni ndhodné veli¢iny muze byt bud dis-
krétni (potom je toto rozdéleni uréeno pravdépodobnostmi nabyvani jednotlivych hodnot),
nebo spojité (potom je toto rozdéleni uréeno hustotou pravdépodobnosti).

Realizace ndhodné veli¢iny je hodnota, kterou dostaneme v konkrétnim pripadé, kdy budeme
nahodnou veli¢inu méfit.

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné velic¢iny predstavuji jakysi zjednoduseny popis ndhodné
veli¢iny (plny popis je pravé rozdéleni ndhodné veli¢iny), jsou uréeny nasledujicimi vzorci

EX:ikP(X:k),

k=1

varX = Y kP(X = k) (k — EX)*
k=1
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pokud se jedné o diskrétni ndhodnou veli¢inu, pifipadné vzorci

EX = /xf(x)dx,

varX = / (x — EX)? f(z)dz

— 00

v pripadé, ze se jedna o spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f. Stfedni hodnota vyjadruje,
jakou hodnotu bychom méli v priméru ocekavat pri konkrétni realizaci ndhodné veliCiny
a rozptyl vyjadfuje miru rozptylenosti ndhodné veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty.
Histogram je potom typ grafu, ktery vykresluje naméfend data (tedy realizace néjaké né-
hodné veli¢iny) a slouzi k odhadovani typu rozdéleni, ze kterého naméfend data pochézeji.
V seridlu byly uvedeny celkem ¢tyii nejcastéji se vyskytujici rozdéleni ndhodnych velic¢in
(normélni, exponencidlni, Poissonovo a rovnomérné rozdéleni). Budeme postupné vykreslo-
vat hustoty pravdépodobnosti (pfipadné pravdépodobnosti nabyvéani jednotlivych hodnot)
pro tato ¢tyti rozdéleni.

Zacneme normalnim rozdélenim, které, jak bylo uvedeno v serialu, zavisi na dvou paramet-
rech € R, o2 > 0. Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni je ddna vztahem

Fl@) = e B
) = e -
2no?

Grafy hustot norméalnfho rozdéleni pro rtizné hodnoty parametril p,c? miZeme vidét na
obréazcich 1 a 2. Jak je z téchto obrazku patrné, parametr p ovliviiuje pouze posun po ose x
a parametr o2 Skaluje graf hustoty v horizontalnim sméru (laicky feceno graf rozsifuje nebo
zuzuje).

Dalsi v seridlu uvedené rozdéleni je exponencidlni rozdéleni, které zavisi na jednom parame-
tru A > 0. Hustota pravdépodobnosti exponenciadlniho rozdéleni je urcend vztahem

_f X proz>0
flz)= { 0 jinak.

Grafy hustot exponencidlniho rozdéleni pro ruzné hodnoty parametru A jsou vykresleny na
obréazku 3. Jak je na obrazku vidét, tvar hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni
zustava stale stejny, parametr A je zodpovédny pouze za skdlovani v horizontdlnim sméru.

Poslednim v seridlu uvedenym spojitym rozdélenim je rovnomeérné rozdéleni, které zavisi na
dvou parametrech —co < a < b < co. Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je

urcena vztahem
_ 7= Dbroz € (a,b)
f(@) = { 0 jinak .

Grafy hustot rovnomérného rozdéleni pro rtizné hodnoty parametru a, b si mizeme prohléd-
nout na obrazku 4. Jak je z obrazku vidét, hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni
je nulovd mimo interval (a,b) a na intervalu (a,b) nabyvé takové konstantni hodnoty, aby
platilo P(a < X <b) =1.
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Obr. 1: Graf hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdéleni pro rizné hodnoty parametru u

Jedinym v seridlu uvedenym diskrétnim rozdélim je Poissonovo rozdéleni, které je urceno
jednim parametrem A > 0. Pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot jsou urceny
vztahem

AF
Grafy pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot pro rizné hodnoty parametru mi-
zeme vidét na obrazku 5. Opét je vidét, ze se tvar zavislosti pravdépodobnosti nabyvani
jednotlivych hodnot pfi zméné parametru A neméni, ale pouze skédluje v horizontalnim smé-
ru.
Vygenerované histogramy muzeme vidét na obréazcich 6, 7, 8 a 9. Z téchto obrazkiu lze
odhadovat, ze prvni vzorek dat pochéazi z rovnomérného rozdéleni, druhy vzorek z Poissonova
rozdéleni, tieti vzorek z normalniho rozdéleni a ¢tvrty vzorek z exponencialniho rozdéleni. Je
nutno poznamenat, ze toto jsou pouze odhady, nelze to chapat jako rigorézni matematicky
postup urcovani typu rozdéleni.
Takovato ndhodna veli¢ina muze nabyvat jen koneéné mnoha hodnot (jen hodnot 1,2,3,4,5
nebo 6), proto se bude jednat o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Rozdélen{ ndhodné veli¢iny X
tedy bude urceno vyctem pravdépodobnosti nabyvani téchto jednotlivych hodnot, jelikoz
podle zadani budou vsechny vysledky hodu touto kostkou stejné pravdépodobné, musi platit

1 1 1
PX=1)==2PX=2)==,...,P(X =6)=—.
(X=1)= g P(X=2)= ¢, P(X=06)=
Toto je rozdéleni ndhodné veli¢iny X.
Pro vypocet stiedni hodnoty a rozptylu pouze dosadime do vzorcu uvedenych vyse. Dosta-

vame, ze stfedni hodnota X je rovna

1 1 1
EX=1--42-—+---46-= =235
st2 gt 6 2=3
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Obr. 2: Graf hustoty pravdépodobnosti normalnfho rozdéleni pro rizné hodnoty parametru o2

Kdyz nyni zname stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, muzeme spocitat i jeji rozptyl, ktery
je roven . . ) -
2 2 2
varX = (1 —3,5)" - 6-1—(2—3,5) "5 +--+(6-3,5)"" 6= 1o
Bonus: Tento kol je velice jednoduchy, stac¢i ze seznamu nejcastéji se vyskytujicich rozdéleni
ndhodnych veli¢in vybrat dvé vhodné rozdéleni (rtiznd) a vhodné navolit jejich parametry
tak, aby se jejich stfedni hodnota i rozptyl rovnaly. Jako ptiklad muzeme uvést ndhodné
velidiny X a Y, kde X bude mit exponencidlni rozdéleni EFxp(2) a ndhodna veli¢ina Y bude
mit rozdéleni N (%7 i) Pomoci vzorct uvedenych v seridlu si kazdy miuze ovérit, ze stiedni
hodnota obou téchto ndhodnych veli¢in jsou rovny % a rozptyl obou téchto ndhodnych velicin
je roven i. Takovychto prikladi lze samoziejmé vymyslet mnoho, pro udéleni bonusovych

bodu staéi uvést jeden.

Michal NoZicka
nozicka@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:nozicka@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXX.I.S

ISEXNES

el

f(x)
2
1

Obr. 3: Graf hustoty pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni pro rizné hodnoty
parametru A.
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Obr. 4: Grafy hustot pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni pro ruzné hodnoty
parametri a, b.
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Obr. 5: Pravdépodobnosti nabyvani jednotlivych hodnot poissonova rozdéleni pro rtizné
hodnoty parametru A.
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Obr. 6: Histogram prvniho vzorku dat.
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Obr. 7: Histogram druhého vzorku dat.
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Obr. 8: Histogram tfetiho vzorku dat.
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Histogram: Vzorek 4

80
|

60
1

pocet
40

20
1

hodnota

Obr. 9: Histogram ctvrtého vzorku dat.
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