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24. roé¢nik, tloha IV .S ... Md&biova transformace a konformni zobrazeni !!! chybi

statistiky !!!

a) Dokazte tvrzeni d), podle néhoz Mobiova transformace zachovavé thly. Jedna z mozZnosti
Jje uvédomit si, Ze v kruhové inverzi existuji kruznice, které se zobrazuji samy na sebe.

b) Najdéte podminku na koeficienty Mébiovy transformace, aby zobrazovala komplexni kruh
na komplexni kruh (|z| < 1) a najdéte konkrétni transformaci, kterd zobrazuje komplexni
kruh na horni komplexni polorovinu. Co to fyzikdlné znamena?

c¢) Podle teorie relativity se télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti svétla zkracuji
(Lorentzova kontrakce). To ovSem je$té neznamend, Ze bychom je vidéli kratsi (napriklad,
Ze bychom misto pohybujici se koule vidéli pohybujici se elipsoid). VyuZijte predstavy, ktery
jsme v tomto dile vybudovali, abyste odvodili, Ze predméty letici rychlosti svétla vidime
o kousek pootocené, nikoliv zkricené (Terellova rotace).

Mébiova transformace zachovava dhly

Jak jsme si ukdzali v predeslych dilech, holomorfni funkci realizované zobrazeni nam zob-
razuje ¢tverecky na ¢tverecky, které jsou zvétSené/zmensené a pootocené, nanejvys
zrcadlené Budeme-li nyni uvazovat libovolny thel, tak jej mizeme pomoci Ctve-
reckll vymezit napf. jako na obrazku 1.

Bude-li vétsi ¢tverecek pouze posunut, otoc¢en, preskalovan nebo zrcadlen, bude £
toto platit i pro mensi z nich a jimi vymezeny tthel bude nezménén. Obr. 1

Ukazme si, ze funkce f(z) = (az+b)/(cz+d) je holomorfni. Toto ukdZeme tak,
ze ji zderivujeme.
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Jesté si rozeberme nékolik problematickych pripadd. Pokud az + b = 0, potom nemizeme
provést vytykani v Citateli a vyraz pro derivaci by mél tvar
1 alz a

f(z):Ecz—f-d—{—cAz T ez+d’

tedy v tomto bodé derivace existuje a neni zddny problém. Pokud by platilo, ze cz+d = 0, tak
Méibiova transformace zobrazuje takovyto bod z do nekone¢na, ale budeme-li uvazovat jakykoli
libovolné blizky bod, tak jiz nebudeme miti problém s holomorfnosti, ale velikost zkoumaného
thlu se zméni libovolné mélo.

Pro ostatni hodnoty proménné z jiz mizeme vyraz pro derivaci upravovat libovolné. Protoze
je Az malé, jmenovatel rozvineme, jako soudet geometrické fady a zanedbame ¢leny fadu Az?
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ProtozZe existuje derivace, tak toto zobrazeni zachovava uhly.
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Hledani transformaci

Ma-li néjaka transformace zobrazovat napf. kruh |z| < 1 na sebe, musi byt transformaci
identickou, to znamend, Ze f(z) = z. Pro koeficienty Mobiovy transformace to znamend: a =
=1,b=0,c=0,d=1.

Mobiova transformace mé relativné mélo volnych parametri, proto konstanty pro transfor-
maci odpovidajici zobrazeni kruhu na polorovinu. V korespondenci s geometrickou pfedstavou
budeme pozadovat aby platilo: f(i) = oo, f(—i) = 0 a pro ostatni z, aby byla f(z) redlna.
Z prvni podminky plyne: a(—i)+b = 0, z druhé ci+d = 0. Ddme-li tyto podminky dohromady,

dostavame .
az + a1

f(z) =

Dosadime-li nap¥. z = 1, aby f(1) byla redlnd mtuzeme polozit napf. ¢ = 2i, a = 1. Vysledna
transformace bude mit tvar

cz—ci

ozt
) =515

Jesté musime ovéfit, zdali jde opravdu o zobrazeni na horni, nikoli dolni polorovinu, plati
f£(0) =1/2, proto jsme zvolili spravné znaménko u koeficientti a a c.
Pohybujici se koule

Podobné tloha byla zaddna ve 22. ro¢niku v 6. sérii. Jeji feSeni naleznete na webové adrese

http://fykos.cz/rocnik22/reseni/reseni6-3.pdf.
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