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Mili resitelé!

Pravé jste dostali feSeni 5. série tiloh Fyzikalniho koresponden¢niho seminéfe a spolu s nimi
také zadani série nové. Uvodem bychom vés chtéli pozvat na nékolik akci, které se budou
konat v nasledujicich mésicich — Den déti a tabory, které pordda Matfyz. Pfipomindme vam
i probihajici soutéz o nejlepsi navrh na triko FYKOSu.

Pozvdnka na Védohrani

Pokud byste méli zijem 1. ¢ervna stravit den zdbavy na Matfyzu s riznymi fyzikdlnimi
pokusy a h¥ickami, pak nevdhejte a pfijedte do Troji! Podrobnosti k programu hledejte na
strance http://kdf .mff.cuni.cz/vedohrani/.

Matfyzacké tabory

BliZi se prazdniny, a proto vas zveme na soustifedéni a tabory, abyste nemohli Fict, Ze jste
byli o prézdnindch nuceni zahélet pro nedostatek Matfyzackych akci. Tyto akce maji spole¢né
to, Ze neni sice potfeba predtim Fesit néjaky seminad¥ a neohlizi se na vase dosavadni vysledky,
ale poplatek, ktery za né zaplatite je o néco vyssi. Jedna se o akce, které jsou podobné sou-
stfedénim FYKOSu, ale maji svoje specifika (rtizny pomér volného ¢asu a programu, zaméfeni
programu. . . ).

V prvni fadé bychom vas radi pozvali na Letni §kolu matematiky a fyziky (LSMF), ktera
se kona v terminu 1.-15. ¢ervence. Podrobnosti najdete na strdnce http://smf .mff.cuni.cz.

Letni matematicko-fyzikdlni soustfedéni (LMFS) se konad 10.-26. srpna v Kfinicich. Po-
drobnosti na http://alma.karlov.mff.cuni.cz/lmfs/.

Doposavad zminéné akce byly urCeny pro stfedoskoldky, ale pokud mate mladsi sourozence
¢ kamarddy (¢ jste sami jedté v t¥iddch odpovidajicich zdkladni 8kole ¢i niz§imu gymnéziu),
tak pro vds mame pozvanku na tabor Pikomatu v terminu 27.7.-7.8., kterou miiZete volné §itit
dale. PfihlaSovani na http://pikomat.mff.cuni.cz/.

SoutézZ o nejlepsi ndvrhy na tricko

S minulou sérii jsme vyhlasili soutéz o nejlepsi navrhy na tricko FYKOSu. Pravidla po-
drobnéji mizete najit pravé v minulé brozurce. Ve zkratce, ten, jehoz navrh vybereme dostane
tfi tricka se svym navrhem ve velikosti a barvé, kterou si vybere. Zatim nam zadné navrhy
neprisly, ale doufame, Ze se néjaké brzo objevi.

Uzévérka soutéze je 16. kvétna 2011. Navrhy posilejte Terce Jefabkové na emailovou
adresu terkaj@fykos.cz.
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Zadani VI. série

Termin odeslani: 23. kvétna 2011
Termin doruceni: 25. kvétna 2011 18:00

Uloha VI.1 ... rozcvicka

a) zprohybané prkno
Prkno dané délky lezi vodorovné. Z jednoho konce po ném
posleme kulicku. Za jakych podminek bude na druhém konci (QL
prkna nejdfive?
a) Prkno bude prohnuté nahoru.
b) Prkno bude prohnuté dolu.
c¢) Prkno bude rovné.
d) Pifi libovolném prohnuti bude doba stejnd.
Svoji volbu fadné odivodnéte.
b) zlomené prkno Obr. 1. K rozcvicce
Prohluben sitky L premostime prohnutym prknem. To se
sklada ze dvou stejné dlouhych rovnych ¢asti, které jsou uprostied spojeny zlomem. Na je-
den konec polozime kulicku. Pro jakou hloubku prohnuti A bude kulicka na druhém konci
nejdfive? Zlom je tak hladky, Ze na ném kulicka neztrici energii. Mohlo by se vam hodit,
ze funkce f(z) = z + 1/2 ma minimum v bodé z = 1.

Uloha VI.2 ... zly trojithelnik

Mame dlouhou Stérbinu a vedle ni bodovou dirku. Jak bude vypadat interferen¢ni obrazec
na rovinném stinitku, posvitime-li skrz né koherentnim svétlem? Zanedbejte difrakci na sa-
motné Stérbiné€ a samotné dirce.

Uloha VI.3 ... letadlo

Jak dlouhy c¢as ubéhne v letadle mezi ,zapadem® a ,vychodem“ slunce, leti-li v roviné
ekliptiky? A jak to bude vypadat s délkou dne a noci? Pot¥ebné tdaje jako béZnou letovou
hladinu si zjistéte na internetu. Rozeberte oba pripady, kdy letadlo leti na zdpad i na vychod.

Uloha VI.4 ... kone¢né feSeni otizky globalniho oteplovani

Jak by se zménil vykon slune¢niho zafeni dopadajiciho na Zemi v odsluni, kdyz by byla
jednordzové vychylena zemska draha (zménou jeji okamzité rychlosti ve sméru jeji drdhy) tak,
aby byl pozemsky rok o tyden delsi? Odhadnéte teplotu Zemé v piisluni a odsluni, pokud
by Zemé méla téméf nulovou tepelnou kapacitu. Stac¢i uvazovat, ze puvodni dradha Zemé byla
kruhova a presla na eliptickou.

Uloha VI.P ... noSeni vody
V 1été bylo zakdzano vynaset z bazént vodu v bermudéich. Kolik ale muze ¢lovék vynést
vody ve vlasech? Pfedpokladejme, Ze vlasti je vétsi pocet (z bazénu nevynasi vodu déd Vieveéd).
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Uloha VI.E ... zeméplocha
Vymyslete co nejvice zptisobii, jak ovérit predpoklad o kulatosti Zemé. Pokud zjistite, ze
je Zemé opravdu kulatd, dokdzali byste urcit i jeji polomér?

Reseni V. série

Uloha V.1 ... rozcvicka (5 bodi; primér 2,80; vesilo 10 studenti)

a) sedimentace krve
Zkuste priblizné spocitat, jak rychle probihd sedimentace lidské krve (usazeni zdravych
Cervenych krvinek na dné nddoby). Dynamické viskozita n krevni plazmy pti 37 °C je pri-
blizné 2 N-s-m™2. (Bé&Zné se méreni sedimentace provadi tak, Ze se krev nechd odstdt na
jednu hodinu a poté se zméii vyska jiz usazenych krvinek — byva obvykle okolo 10 mm.)
Ndpovéda: Mohl by se hodit Stokesiv vztah pro odporovou silu F' = 6«nrv, ktery plati
pro lamindrni proudéni. z hlubin archivu
b) nevéite vlastnim o¢im
Ales jel v poledne tramvaji po nabrezi Kapitana JaroSe v Praze smérem na Malou
Stranu. Sedél u okna a prfimo z jiho-jihozapadu na néj svitilo slunce. ProtoZe se dival pred
sebe, jedno oko mél ve stinu vlastniho nosu. Kdyz ale uhnul o¢ima doprava, zjistil, Ze levym
okem vnima mirné jiné odstiny barev nez pravym. Do jakého odstinu se mu vidéni v levém
oku zabarvilo a proc¢? Ales potkal Appolona

Sedimentace krve

Predné se TeSitelim omlouvdme za chybné uvedenou hodnotu dynamické viskozity krve.
Jeji spravna hodnota za danych podminek je okolo 3 - 1072 N.s-m™2.

Abychom mohli pouZit uvedeny Stokestiv vzorec, modelujme krev kulovymi krvinkami s po-
lomérem k. Krvinky se jiz po chvili pohybuji rovnomérné pfimocare, tudiz soucet pisobicich
sil (tihovd, vztlakovd a t¥eci) musi byt nulovy. Z toho zjistime onu ustélenou rychlost

22
v = 2TkAC9
9 1

)

kde Ap je rozdil hustot krvinky a plazmy, 1 je dynamicka viskozita a g je tihové zrychleni.
Za Cas At se usadi v8echny krvinky z oblasti vAt nade dnem, pfi obsahu dna S a mérném
poétu krvinek v krvi D to odpovidd N = vAtSD krvinkdm. Tyto pak vytvofi vrstvicku'
tloustky Ah = NVikc/S, kde Vk je objem krvinky a ¢ koeficient udavajici, kolik prostoru
kolem sebe zabere usazend krvinka oproti ¢istému objemu.
Objem krvinky téz odhadneme kouli poloméru rk, a tak rychlost pfibyvani usazeniny vyjde

Ah _ E'M"Is(Agch
At 27 n ‘

1) predpokladejme tloustku této vrstvy fadovs mendl nez vAt.
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Pro numericky odhad pouZijeme hodnoty: = 3-10"*Pas, rx = 3-107%m, Ap =
= 150kgm ™3 g = 98lms™!, ¢ = 1,7 a D = 5-10°mm™3. Vysledna rychlost vy-
chézi 3, 4mm-hod™", coz je i pFes zjednoduseni a odhady, jichz jsme se dopustili, fadové
ve shodé s realitou (2-20mm /h, v zdvislosti na jedinci).

Nevérte vlastnim ocim

Pozorované zabarveni je variantou Purkyriovae jevu, neboli ze v Seru vidime odstiny mirné
do modra. Citlivost oka totiz nezavisi jenom na vlnové délce, ale i na intenzité dopadajiciho
svétla.

Na obrazku 2 je srovnani citlivosti oka pfi dennim a no¢nim vidéni. Je patrno, Ze oko
pfizpisobené tmé méd maximum citlivosti posunuté vice do modré oblasti (vliv tycinek).
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Obr. 2. Srovnani denniho a no¢niho vidéni

MEélo-li tedy jedno oko v disledku oslnéni stazenou zornici, dopadd do néj celkové méné
svétla, a tak se odstiny jim pozorované budou jevit vice modravé. Michal Koutng

michal@fykos.cz

Uloha V.2 ... mésic jako lodi¢ka (3 body; primér 1,57; esilo 7 studentd)

Z jakych mist na Zemi a kdy vypadd Mésic jako lodi¢ka? (jeho cipy jsou rovnobézné s ob-
zorem, osa symetrie je kolmd k mistnimu nebeskému poledniku) Pokud si s feSenim nevite
rady, miiZete si nainstalovat vhodny software (napr. Celestia) a celou situaci si prohlédnout
z riznych mist na zemi.

Kratky astronomicky slovnicek, aneb pojmy, bez kterych se pri Cteni feSeni neobejdete

Ekliptika — pruseénice roviny uréené obéhem planet kolem Slunce s nebeskou sférou

Nebesky rovnik — prisecnice roviny urcené zemskym rovnikem s nebeskou sférou

Zenit (nadhlavnik) — prisecik pfimky uréené stfedem Zemé a mistem, kde se nachézi po-
zorovatel s nebeskou sférou
Reseni

Nejprve se podivejme na nejjednodussi modelovou situaci. P¥edstavme si, Ze zemska osa je
kolmd k roviné ekliptiky a Mésic i Zemé lezi pfesné v ni. V jaké pozici by musel byt Mésic se
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Sluncem abychom mohli pozorovat Mésic jako lodi¢ku? Je potieba aby v okamziku pozorovéani
byl mésic pfimo nad Sluncem, tedy spojnice Slunce-Mésic musi byt v okamziku pozorovani
kolm4 k horizontu pozorovatele (uvédomme si, ze Mésic i Slunce stale lezi na ekliptice, je to
tedy opravdu jedind moznost, jak tento jev pozorovat). To je v naSem prvnim pfibliZzeni mozné
pouze na rovniku. Na tomto misté by kazdy den Slunce prochazelo pfimo zenitem.
Pokud se nyni vice pfiblizime realné situaci a do naSich tvah pfidame sklon zemské osy,
situace se ndm pomérné zkomplikuje. |
v p . . p s s 1 vex R o |
Nasim cilem je stanovit rozmezi zemépisnych sitek, ze kterych je mozné i Mésic
tento jev pozorovat. Odchylme se na chvilku od Mésice a promysleme si !

poradné v jakych pozicich lze béhem roku pozorovat Slunce. Jisté jste si 3333333.533333337/
v8imli, Ze se béhem roku méni maximalni vyska Slunce nad obzorem - . Slunce

v zimé je Slunce niZe (proto je tu také zima) a v 16t& naopak mnohem v

vyse. To je zapiiceno pravé sklonem zemské osy vzhledem k roving eklip- ~ Obr. 3. Ekliptika
tiky. Okamzitd poloha Zemé na jeji obézné draze kolem Slunce spolu ze je kolmd k
zemépisnou $ifkou uréuji jednoznaéné maximalni vysku, do které Slunce horizontu
miZze béhem dne vystoupat (takto definované pravé poledne nastévé vidy pozorovatele

kdyZ Slunce prochédzi mistnim polednikem).

Pro vyfeseni nasi ulohy je tfeba najit néjakou souvislost mezi thlovou vyskou Slunce nad
obzorem a sklonem ekliptiky vii¢i horizontu. Vzhledem k jisté symetrii tilohy (pohyb Slunce po
obloze se na jizni polokouli jevi zrcadlové pfevracen, to ale na zemépisnych i¥kdch nic neméni)
se budeme dale zabyvat severni polokouli. Existuje jeden okamzik kdy dokdZeme snadno urcit
sklon ekliptiky vzhledem k horizontu. Rovina ekliptiky prochézi stfedem Zemé, Slunce lezi na
ekliptice, rovina horizontu prochézi mistem pozorovani. Je tedy jasné, Ze pokud bude rovina
ekliptiky prochézet také mistem pozorovani, pak mame dvé roviny jejichz ahel uz lze urcit.

Ekliptika

Nebesky rovnik

Meésic

A% J y/

Slunce
Obr. 4. Situace pro nasi zemépisnou
§ifku (16.3.2010), Mésic nelezi na ekliptice a
proto lze i u nés pozorovat lodicku

Podivejme se na okamzik letniho slunovratu. V tento den bude na severni polokouli Slunce
v pravé poledne nejvySe. V nadhlavniku bude na 23°27’ severni §iiky. Pokud si v této pozici
zastavime rotaci Zemé a za¢neme s ni pouze obihat kolem Slunce zjistime, Ze se Slunce hybe po
ekliptice. To je ale skvéld zprava. Mame tedy pas urceny obratniky Raka a Kozoroha, kde miize
byt slunce v nadhlavniku. Mezi témito misty mize tedy ekliptika s horizontem svirat pravy
thel. A béhem roku urcité bude existovat ¢asovy okamzik, kdy bude Slunce na ekliptice, kterd
bude kolma k horizontu. Pokud budeme mit Stésti a bude v tento okamzik pozorovatelny Mésic,
pak se bude jevit pravé jako lodi¢ka. Pokud si tedy shrneme pravé ziskané vysledky zjistime,
ze pokud Mésic lezi také v ekliptice, lodicku mizeme spatfit mezi obratniky Raka a Kozoroha.

5
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Béhem letniho a zimniho slunovratu je tento efekt moZné pozorovat p¥fimo z rovniku, béhem
jarni resp. podzimni rovnodennosti pak z obratniku Raka resp. Kozoroha.

Pri dalsim pfiblizeni je nutné si uvédomit, ze Mésic nepohybuje presné v roviné eklip-
tiky — jeho ob&zna draha je vici ni sklonéna o thel zhruba 5,1°. Je moZné si p¥icist resp.
odedist od soufadnic p¥ipadnych pozorovacich mist jesté pét stupiii (v zdvislosti na tom, zda
je Mésic nad a nebo pod ekliptikou) a stale je mozné Mésic jako lodicku pozorovat. Pokud
by téchto pét stupni nemélo na pozorovani vétsi efekt, pak by jisté bylo mozné tento efekt
zanedbat. Nicméné, pokud se podivate na obrazek 4, je vim uz zajisté jasné, Ze efekt bude
mnohem vétsi.

Kromé polohy Mésice vici ekliptice je také dtlezitd thlova vzdalenost Mésice od Slunce.
Pokud je zrovna Mésic nejvice odchylen od ekliptiky a ziroven se nachédzi nejblize Slunce
(feknéme tfeba také pét stupnt — le¢ je to jen t&zko redlné ¢islo), pak se tihel osvitu Mésice
od Slunce méni o thel 45 °! Toto ¢&islo uz se zanedbava tézko.

Je v8ak dulezité zduraznit, Ze Mésic takto blizko u Slunce patrné nikdy neuvidite. Takze
pokud chcete vidét Mésic jako lodicku, radéji se vypravte nékam blize k rovniku.

Tereza Jerabkova
terkaj@fykos.cz

Uloha V.3 ... téZky retéz (4 body; primér 2,80; Fesilo 10 studentd)

Retéz o hmotnosti m a délky 1 visi svisle tésné nad vahou. Najednou ho upustime z klidu
a zacne na vahu dopadat. Jakou vdhu bude vaha ukazovat v zdvislosti na tom, jakd délka x jiz
na ni dopadla? Zanedbejte rozméry jednotlivych ok retézu.

Zobrazovana vaha bude presné odpovidat sile, kterou bude fetéz na vahu pisobit. Vypoci-
tejme proto nejdfive, jakou silou na ni pisobi.
Ta ¢ast fetézu, kterd jiz na vaze lezi, bude samoziejmé pisobit pouze silou tihovou. Ta se
jednoduse vypocita jako
x
= gmi .

Dale budou na vdhu pisobit pravé dopadajici ¢lanky fetézu, které se o ni budou brzdit.
Vime, Ze sila je rovna zméné hybnosti za jednotku ¢asu. MiZeme pséat

Ap
F=—— 1
=~ M
kde Ap je zména hybnosti za ¢as At. Hybnost je definovand jako souc¢in hmotnosti a rychlosti.
Protoze se oka fetézu zcela zastavi, bude zména hybnosti rovna

Ap=Am-v,

kde Am je hmotnost ¢asti fetizku, ktery dopadne na védhu za ¢as At a v je okamzita rychlost
fetizku. Ziejmé plati

Am =m—,

l
kde Az je délka Casti fetizku, kterd dopadla na vdhu za ¢as At. Tuto délku pak lze vyjadrit
jako
Az =v-At.
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Uvedené tivahy dobfe plati pro malé ¢asové tseky A¢, béhem kterych se rychlost fetizku zméni

jen zanedbatelné. Nyni stadi jiz jen dosadit za Ap do (1) a ziskdme vzorec pro druhou slozku

sily

v-At 2

m voomu

PB=—1 "= . 2
? At l @

Pozndmka pro zkuSenéjsi resitele — ivahy uvedené vyse lze samozifejmé zcela analogicky
provést za pouziti derivaci se stejnym vysledkem.

Retizek dopadajici na vahu bude mit stejnou rychlost jako téleso padajici volnym padem,
které jiz urazilo drahu délky x. Ze vzorci pro volny pad

1 5
v=gt a w=§gt,

dosazenim za t ziskdme jednoduchy vztah

v = /29gx.

Dosazenim do (2) ziskdme koneény vztah pro F»

2
Py = 2

Celkova sila piisobici na vahu tedy bude
x
F=FN+F= 3m97.

Pro urceni zobrazované vahy stac¢i podélit ptsobici silu gravita¢nim zrychlenim. Ziskame vy-
sledek
T
My = IM—.
l
Jachym Sgkora
jachym@fykos.cz

Uloha V.4 ... zelena revoluce (4 body; primér 3,67; vesilo 9 studenti)

Jaderna energie je stale kontroverzni zdroj energie a mnohé staty maji v imyslu upoustét
od jejiho pouzivani. Zamérme se ale nyni na problém skladovani jaderného odpadu. Pred-
stavme si, ze v roce 2000 bylo zaloZeno zbrusu nové ilozisté radioaktivniho odpadu a navezen
prvni Cerstvy radioaktivni material, ale zahy bylo odsouhlaseno, Ze na tlozisté bude kazdy
dalsi rok dovezeno o 5% méné derstvého radioaktivniho odpadu neZ rok predchozi.

Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze radioaktivni odpad ma polocas rozpadu 100 let
(bézny radioaktivni odpad mé daleko del3i polo¢as rozpadu). Poradte obyvateliim prilehlych
obci, kterého roku se mohou téSit na nejvyssi davku radiace, a umoznéte jim tak treba napla-
novat zaloZeni rodiny. Pri reSeni miiZete s vyhodou pouzit vas oblibeny tabulkovy procesor,
treba Excel nebo Calc. Marove se zalibilo v Prypjati

Uvédomme si, Ze intenzita zafeni je v kazdém okamziku itmérnd mnozstvi jesté nerozpadlého
materidlu. Je tedy jedno, zda vySetrujeme casovou zavislost mnoZstvi nerozpadlého radioak-
tivniho materidlu, nebo ¢asovou zavislost intenzity zafeni. P¥ipomenme, Ze poloc¢as rozpadu je

7
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doba, za kterou se rozpadne polovina radioaktivnich jader. Aktivita jedné naviazky materiilu
. « . , 1\t/100 o
klesd v ¢ase jako vyraz (3) .
Celkova troven zareni I, v r-tém roce je dana souctem prispévkd ze vSech predchozich
navazek, aneb

T ; 1 (r—j)/100
L=5"095 (- : 3
20 (3) ”

Nyni toto realizujeme v Calcu (Excelu). Do prvniho fddku, hlavicky tabulky, vypiSeme
poradi roku, tedy cisla r od 0 az tfeba do 100. Do druhé rfadky nechame vypocitat funkci
(%)T/IOO, neboli prispévek navazky z nultého roku k radiaci v r-tém roce. Dalsi fddek bude
obsahovat pfispévek navazky z prvniho roku k radiaci v kazdém roce. Tento faddek vznikne
prenasobenim predeslého fadku konstantou 0,95 a posunutim o jedno pole doprava. Posunuti
o jedno pole doprava dosdhneme tak, ze kazda buika bude 0,95ndsobkem buiiky o jednu nalevo
a nahote od ni. Tento vzorec staci zadat jen jednou a poté pretdhnout po celém pozadovaném
poli. Uroveii radiace v r-tém roce bude tak odpovidat soudtu &sel v r-tém sloupci tabulky.
Nejvétsi ¢islo objevime ve sloupci odpovidajicim roku 2044 (zaéindme navazet v roce 2000). Jdn
Pulmann si spravné uvédomil, Ze fada (3) lze snadno secist jako geometrické fada, vytkneme-li
¢len (%)T/mo pred sumu. Nékteri z Vas zase vychazeli z toho, Ze mnozstvi ulozeného materidlu
v r-tém roce dostaneme rekurzivng m, = 0,5"7'%m,_1 + 0,95 " mo.

Uloha jde Fesit i pomoci integralniho poétu, pokud piejdeme od diskrétniho navazeni od-
padu ke spojitému. Vztah (3) se pak modifikuje na

¢ 1\ (t=7)/100
1) = / 0,95 - <5> dr. (4)
0

Exponencidly se snadno zintegruji a vysledkem je zavislost tvaru

1\ /100
I(t) ~ (5) - 0795t )

ktera je zndzornéna na obrazku 5. Vidime, Ze to je vlastné rozdil dvou exponencidlnich po-
klesii. P¥i spojitém navadzeni maximum radiace nastane zac¢atkem roku 2045, kvalitativni pri-
béh zavislosti bude ovSem stejny jako p¥i diskrétnim navazeni. Integral (4) je tvaru I(t) =
= fot f(m)g(t — 7) dr a vyjadfuje skutecnost, Ze intenzitu v ¢ase t ziskdme sou¢tem pfispévki,
které ,vznikly“® v predeslych Casech T ve velikosti f(7) a na situaci v ¢ase ¢ maji vliv dany
faktorem g(t — 7), kteryzto je zavisly na ¢asovém prodleni od jejich vzniku. Uvedeny integrél
se nazyva konvoluce funkci f a g a ve fyzice se s nim budete pravdépodobné potkavat velmi
Casto.

2) V Fegeni bereme ¢as jako bezrozmérny podet let.

8
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radiace

| | | | J
2000 2020 2040 2060 2080 2100

rok
Obr. 5. Uroveii radiace v pribéhu let

Marek Scholz

mara@fykos.cz

Uloha V. P ... nabity svét (3 body; primér 2,00; Fesili 3 studenti)

Jak vsichni vime, kladné a zaporné elektrické naboje jsou ve vesmiru v rovnovaze, jinak by
elektricka odpudiva sila prekonala gravitacni a télesa by nedrZela pohromadé. Ale je ta rovno-
vdha dokonald? Co kdy? jsou vSechna télesa ve vesmiru nepatrné kladné (nebo zdporné) nabita
a odpudivad elektricka sila snizuje ucinek gravitace. Jak by se takova nerovnovaha projevila?

Navrhnéte zpiisob, jak tuto nerovnovahu zjistit, a odhadnéte, jakou nejmensi nerovnovahu
Jjsme touto metodou schopni urcit. Nerovnovdhou myslime celkovy ndboj (rozdil kladného
a zaporného) v néjakém velkém objemu.

napadlo Jachyma, kdyZ mu turdili, Ze vesmir je v elektrické rovnovdze

StéZzejni otazkou tlohy je, zda jsme schopni detekovat pfipadnou nerovnovahu v neutralité
vesmiru. Nez na tuto otdazku odpovime, je tfeba se zamyslet, jak vlastné vime, Ze vesmir
je neutralni. Tahle otdzka neni tplné trividlni a je tézké na ni odpovédét se stoprocentni
jistotou. Faktem ziistava, e do vzdalenosti 107 svételnych let od nasi galaxie jsme obklopeni
ionizovanym plynem.

To ovSem neni nic abnormélniho, vesmir byl kratce
po svém zrodu naplnén neprihlednym ionizovanym ply-
nem, v dalSim vyvoji zpriihlednél, nasledné byl znovu
ionizovan a zacaly se tvorit nejstarsi zndmé vesmirné
objekty. Tuto éru jsme nazvali érou reionizace, trvala
600 miliént let a skoncila v dobé, kdy byl vesmir star 6 6
asi jednu miliardu let.

Budeme-li tedy vesmir pozorovat pouze lokalné, je
mozné, Ze narazime na néjakou nerovhomeérnost v klad-
nych a zédpornych ¢asticich. Budeme-li se vSak na vesmir
koukat jako na celek, zddnou nerovnovahu bychom ne-
méli pozorovat. Koneckoncti veskerd pozorovani nazna- Obr. 6. Silo¢ary kolem stejnych
¢uji, ze vesmir skute¢né neutralni je, ostatné jak je zmi- naboji
néno v zadani, odpudiva sila by jinak nedovolila zformo-
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vani hvézd, galaxii a ostatnich vesmirnych objekti. Kdyby ale lehka nerovnovdha existovala,
kde bychom ji pozorovali?

MiZeme s tispéchem predpokladat, ze v celém vesmiru plati zdkon zachovani naboje. Tedy
naboj byl ve vesmiru pofdd a nikam nezmizel ani by se nemohl najednou objevit. Zkusme se
ted zamyslet, jak nejlépe poznat, Ze se nékde nachézi piebytek kladného/zdporného néboje.
Stejné jako v naSich lidskych méfitkdch bychom pozorovali, Zze dva stejné nabité naboje se
odpuzuji a dva rozdilné nabité ndboje se pritahuji. Velmi dobie to lze ilustrovat silo¢adrami
(obrazek 6).

Ve vesmiru bychom tedy museli detekovat néco podobné vypadajiciho, ale ve velkych
gkalach. Obdobné struktury by byly i jednim z projevil nerovnoviahy naboje ve vesmiru. Teo-
reticky by mély byt dobfe detekovatelné ve vesmirném mikrovlnném pozadi (anglicky Cosmic
Microwave Background, ¢ili CMB), které vzniklo cca 380000 let po Velkém Ttesku. Podivame-li
se na CMB dnes (obrdzek 7), zjistime, ze je veskrze homogenni a %2idné proudy se zde nevy-
skytuji.

-0 uk 4300 uk,

Obr. 7. Vizualizace dat z druzice WMAP

Jak velkd by musela byt nerovnovaha, tfeba ve Slunci, abychom ji viibec zvladli detekovat?
Za predpokladu, #e je Slunce pouze z vodiku, obsahuje Na Mg (H)/Mspunce ~ 10°7 elektront.
To odpovida naboji piiblizné 2 - 10%® C. Pokud si dovolime mit o jeden elektron v miliardé
vic, ndboj bude stale v fddu 10?° C. Dejme si tedy elektrickou a gravitaéni silu do poméru a
dostaneme

QSlunce
4me
_ M0 gt

2 - Msiunce

Tedy elektrické sila bude v ¥fadech 10'® vétsi nez sila gravitaéni. S Gispéchem mtizeme pied-
pokladat, Ze takové Slunce by nemohlo existovat, tedy lze ¥ict, %e az do ¥adu okolo 1072 je
Slunce skute¢né elektricky neutralni, tedy v rovnovaze. Podobny vypocet pak miZeme apli-

3) Hmotnost Slunce je 1,99 - 103 kg, Ny = 6,022 - 1023 mol~! je Avogadrova konstanta a Mg (H) =
=1,01g-mol~! je relativni atomova hmotnost vodiku.

10
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kovat prakticky na jakykoliv objekt ve vesmiru. Zminénéd hodnota ndm také naznacuje, jakou
nejmensi rovnovdhu mtizeme principidlné odhadnout.

Jana Polednikovd
janap@fykos.cz

Uloha V. E ... strunatci (8 bodi; primér 4,80; fesilo 5 studentdi)

Vytvoite si zafizeni, na kterém bude moci byt upevnéna struna (¢i gumicka) s proménlivou
délkou tak, Ze bude napindna stale stejnou silou. Prozkoumejte, jak se méni hlavni frekvence
vyddvané strunou (¢i gumickou) v zdvislosti na délce struny. Na zpracovani zvuku miiZete
pouZit napriklad program Audacity. Karel chtél zadat néco z akustiky

Teorie

Pri¢né vlny se $ifi v napjaté struné priblizné rychlosti

kde o je napéti ve struné a p je hustota materidlu struny. Vzhledem k tomu, Ze napjatd gumicka
je podobnd struné, mtzeme aplikovat tento vzorecek i na nas experiment.

Jsou dv& moZnosti, jak podle zadani zatizit gumicku. Bud tak, Ze médme zatiZenou stale
stejnou délku pruziny, ale ménime délku, na které pruzina vibruje (nap¥. pomoci kladky),
nebo zatézujeme pouze délku, na které pruzina vibruje, a jenom nezbytné kratky tsek pro
zavéSeni pres kladku. V obou pfipadech ovSem, pfi pouziti stejné hmotnosti zévazi, mélo byt
napéti v gumicce stejné, protoze to zavisi pouze na hmotnosti a na prufezu gumicky, ktery
povazujeme za konstantni. Oznacme délku mezi upevnénim gumicky a vrchem kladky, pres
kterou je zavéSené zavazi, jako [.

Frekvence f, které se brnknutim na gumicku vybudi, budou odpovidat vinovym délkam A

oy ’

a rychlosti Sifeni vln v materidlu vztahem

fk:rkv

kde fr oznacuje k-tou harmonickou frekvenci. Vinové délky vypocteme z predpokladu, Ze na
okrajich, kde je gumicka upevnénd, bude nulova vychylka v kazdém c¢ase a bude tam tedy uzel.
Z toho vyplyva, ze se do kmitajici délky pruziny | musi vejit celociselny pocet pulvin.

l=k—=.
2
Z toho pak pro frekvence vyplyva celkovy vztah
fo= 2L o ok _ K
ke oxe Vo2 T2

kde v/2 je konstanta, kterou budeme fitovat ve zpracovini méfeni.

11
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Postup méreni

Pri méfeni byla vyuzita kladka, jak jiz bylo zminéno v teorii. Pro co nejlepsi urceni délky
gumicky byla pouzita co nejmensi kladka s polomérem 1,0 cm. Pro vSechna méreni byla pouzita
jedna obycejnd kanceldrskd gumicka. Zavazi, kterym byla zatiZena, mélo hmotnost m = 200 g.
Nejprve byla gumicka na jedné strané upevnéna a na druhé strané bylo pres kladku zavéseno
volné zivazi. Pak byla kladka zafixovana, aby se v pribéhu kmitti gumicky p¥ili§ nepohybovala.
Meéfteni délky probihala pomoci obycejného pravitka s dilky po 1mm, ale vzhledem k tomu,
ze misto upevnéni gumicky a misto vrchu kladky neni zcela presné urcujici ¢asti pruziny, na
které pruziny kmité, bereme chybu méreni jako 0,5 cm.

Zvuk gumicky byl méfen pomoci mikrofonu pfipojeného na pocita¢ a zvuk byl zazname-
nivan pomoci programu Audacity, kde posléze probihala spektralni analyza zvuku. Vzdy bylo
naméreno vice brnknuti, z nichz pak 3 byla analyzovdna. Zaznamenany byly prvni nejvyraz-
néjsi frekvence vyssi nez cca 100 Hz, protoze mikrofony v oblasti nizkych frekvenci nejsou prili§
presné a hlavné protoze okolo 50 Hz se objevoval zvuk, ktery jednak nezdvisel na délce [, navic
se vzdy objevoval i v oblastech zaznamu zvuku, kde nebylo na gumicku brnkano a nejpadnéj-
$im argumentem je, ze pravé tato frekvence je v elektrické siti a proto se mam mize objevit
relativné pravdépodobné jako Sum.

Na obrazku 8 muzete vidét ukdzku spektralni analyzy zvuku v Audacity. Zvolili jsme ve-
likost okna 8192 vzorkt, protoZe pfi niz$ich hodnotich jsme nedosahovali dostate¢ného frek-
ven¢niho rozlieni (nakonec bylo zhruba 2 Hz). Logaritmickou stupnici jsme pouzili z diivodd
jednodussiho odecitani hodnot.

Pii kazdém nastaveni délky byly vybrdny tfi brnknuti a z odeétenych hodnot frekvenci,
které si odpovidaly, byl vypocten aritmeticky primeér.

_40 T T I TT T T I TT T T I TT T T I T T T T I TT T T I T T T T
—50 .
—60 .

—70 - -

Intenzita
dB

N |

—90

—~100 PR YT SR TN T AU TN ST W AT T ST SN NN SN TN N AN T ST W N T S S
32 64 128 256 512 1024

il
Hz

Obr. 8. Ukazka spektrdlni analyzy zvuku pro nastaveni | = 24 cm
pri délce gumicky 41 cm
Vysledky
Nameéfend data pro gumicku, kde bylo zavéseno zavazi ve vzdalenosti 41 cm od upevnéni,

jsou v grafu 9 a data pro zdvazi upevnéné za kladkou jsou v grafu 10. V obou grafech jsou nafi-

12
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tované frekvence pres parametr rychlosti, ktery povazujeme za nezndmy. VétSinou bylo méfeno
prvnich 5 frekvenci, které byly pfiblizné celoéiselnym nasobkem prvni frekvence (resp. 1, 2, 3,
4 a 5ndsobkem), z ¢ehoz miZeme usuzovat, ze se opravdu jednd o prvnich pét harmonickych
frekvenci vydavanych gumickou. VSechny nafitované zdvislosti odpovidaji (podle vypocétu me-
todou nejmensich ¢tverct v Gnuplotu) s odchylkou mensi nez 2% nepfimo Gmérné zivislosti
frekvence na délce [.

Tabulka nafitovanych hodnot rychlosti Sifeni zvukovych vin v gumicéce

harmonické v’il v’ll
ms ms

1. 50,9 493

2. | 508 | 494

3. 50,8 494

4. 50,8 490

5. 50,9 49,2

V tabulce mtizete vidét hodnoty nafitovanych rychlosti. Jako vy je oznacen tento parametr
u méfeni s konstantni délkou napnuté gumicky, kdezto v, je pro nekonstantni délku gumicky.
Je vidét, ze u fitt v rdmci jednoho grafu vychézi prakticky stejnd hodnota a pokud srovname
obé dvé metody, tak se hodnoty lisi jenom zhruba o 3%, coZ potvrzuje teorii, Ze by mély byt
frekvenéni zavislosti stejné u obou metod.

1400 ; : : : | |
p 1. harmonickd H——
o 1 4L Kl
1200 \ 2. harmonickd ---+--- |
R 3. harmonickd -&-
RV 4. harmonicks “-x--
1000 EN icka i
=, N 5. harmonicka ---o-'
800
|
600
400
200
0 I I I I I I
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4

Obr. 9. Graf zavislosti frekvenci vydavanych gumickou konstantni délky v zavislosti na
vzdalenosti [

13
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1400 : | | | | I
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1000 ~ N ick |
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800
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400
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0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0.4

Obr. 10. Graf zavislosti frekvenci vydavanych gumickou s upravovanou délkou (zavazi
upevnéno t&sné za kladkou)

Diskuze

Meéreni mohlo jednak ovlivnit nepfesné urceni délky gumicky, ve které vznikal zvuk, protoze
kvili pouziti kladky nebylo pfesné definované misto upevnéni.

Dalsi mozné chyba mohla vzniknout uz kvili zpisobu zaznamu zvuku, protoze mikrofon
je smérovy a zaznamendval tak vice zvuk z urcité oblasti gumicky. Dalsi vliv mikrofonu je
takovy, Ze je potfeba, aby v misté detekce zvuku byla kmitna nebo alespoii aby se nenachézel
v oblasti uzlu, protoze v uzlu neni mikrofon schopny méfit (takiikajic — nic neslysi). Podobny
vliv by mohlo mit i to, na kterém misté byla gumicka rozkmitané, protoze by se mohlo stat, ze
nékteré frekvence by byly utlumené, ale protoze byla rozkmitdvana prsty, tak prakticky vzdy
se vybudily vSechny frekvence.

Je také mozné, Ze sila nebyla presné urcend zavazim, vzhledem k tomu, ze gumicka byla
po zatiZeni zafixovdna upevnénim kladky, ale na druhou stranu by nejspise chyba byla vétsi,
pokud by kladka byla volnd a mohla by sama kmitat. Pak bychom nejspiSe generovali i jiné
zvukové frekvence a ty, které jsme chtéli pozorovat, by byly posunuté/rozmazané.

Vzhledem k tomu, Ze gumicka byla relativné dost zatizena, méfeni mohlo byt ovlivnéno
i trvalou zménou jejich fyzikalnich vlastnosti v pribéhu méfeni.

Zavér

Ovérili jsme, Ze frekvence vydavané gumickou jsou nepfimo Gmérné délce gumicky mezi
upevnénim a kladkou. Také jsme pozorovali prvnich 5 harmonickych frekvenci a z nafitovanych
hodnot jsme pfiblizné urcili rychlost sifeni pfi¢nych vin v gumicce.

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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Uloha IV .S ... Mé&biova transformace a konformni zobrazeni (6 bodi; primér —; )

a) Dokazte tvrzeni d), podle néhoz Mébiova transformace zachovdva tihly. Jedna z moznosti
je uvédomit si, ze v kruhové inverzi existuji kruznice, které se zobrazuji samy na sebe.

b) Najdéte podminku na koeficienty Mébiovy transformace, aby zobrazovala komplexni kruh
na komplexni kruh (|z| < 1) a najdéte konkrétni transformaci, kterd zobrazuje komplexni
kruh na horni komplexni polorovinu. Co to fyzikdlné znamena?

¢) Podle teorie relativity se télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti svétla zkracuji
(Lorentzova kontrakce). To ovSem je$té neznamend, %e bychom je vidéli kratsi (napriklad,
Ze bychom misto pohybujici se koule vidéli pohybujici se elipsoid). VyuZijte predstavy, ktery
jsme v tomto dile vybudovali, abyste odvodili, Ze predméty letici rychlosti svétla vidime
o kousek pootocené, nikoliv zkricené (Terellova rotace).

Mébiova transformace zachovévd dhly

Jak jsme si ukazali v pfedeslych dilech, holomorfni funkci realizované zobrazeni
ndm zobrazuje ¢tverecky na ¢tverecky, které jsou zvétSené/zmensené a pootodené,
nanejvys zrcadlené Budeme-li nyni uvazovat libovolny tihel, tak jej mizeme pomoci
&tvereckt vymezit napi. jako na obrazku 11. i

Bude-li vétsi ¢tverecek pouze posunut, otocen, preskilovan nebo zrcadlen, bude  QObr. 11
toto platit i pro mensi z nich a jimi vymezeny thel bude nezménén.

Ukazme si, ze funkce f(z) = (az + b)/(cz + d) je holomorfni. Toto ukdZeme tak, Ze ji
zderivujeme.

b1 1 oaz+b (14 54z
f(z)_Az(f(Z“LAZ)_f(Z))_Azcz+d'<1+CzidAz_1 :

Jesté si rozeberme nékolik problematickych pripadd. Pokud az + b = 0, potom nemiizeme
provést vytykani v ¢itateli a vyraz pro derivaci by mél tvar

1 alz a

/ = — =
f(z)_Azcz+d+cAz cz+d’

tedy v tomto bodé derivace existuje a neni zadny problém. Pokud by platilo, ze cz+d = 0, tak
Mébiova transformace zobrazuje takovyto bod z do nekonecna, ale budeme-li uvazovat jakykoli
libovolné blizky bod, tak jiz nebudeme miti problém s holomorfnosti, ale velikost zkoumaného
thlu se zméni libovolné mélo.

Pro ostatni hodnoty proménné z jiz miizeme vyraz pro derivaci upravovat libovolné. Protoze
je Az malé, jmenovatel rozvineme, jako soudet geometrické fady a zanedbame ¢leny Fadu Az?

a vyssi
, 1 az+b a c
= — 1 A 1-— Az | -1
7@ Azcz+d(< +az—+—b Z)( cz+d Z> )

_az+b a  c _alcz+d) —claz+b)
T cz+d\az+b cz+d) (cz+d)?

ProtozZe existuje derivace, tak toto zobrazeni zachovavé uhly.
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Hledani transformaci

Ma4-li néjaka transformace zobrazovat napf. kruh |z| < 1 na sebe, musi byt transformaci
identickou, to znamend, ze f(z) = z. Pro koeficienty Mbiovy transformace to znamend: a =
=1,b=0,¢c=0,d=1.

Mobiova transformace mé relativné mélo volnych parametri, proto konstanty pro transfor-
maci odpovidajici zobrazeni kruhu na polorovinu. V korespondenci s geometrickou predstavou
budeme poZzadovat aby platilo: f(i) = oo, f(—i) = 0 a pro ostatni z, aby byla f(z) redln4.
Z prvni podminky plyne: a(—i)+b = 0, z druhé ci+d = 0. Ddme-li tyto podminky dohromady,

dostavame .
az + ai

flz) =

Dosadime-li nap¥. z = 1, aby f(1) byla realnd mtizeme poloZit napf. ¢ = 2i, a = 1. Vysledna
transformace bude mit tvar

cz—ci

_ zZ+1
T 2iz42°

f(2)

Jesté musime ovéfit, zdali jde opravdu o zobrazeni na horni, nikoli dolni polorovinu, plati
f£(0) =1/2, proto jsme zvolili spravné znaménko u koeficientti a a c.

Pohybujici se koule

Podobn4 tloha byla zaddna ve 22. ro¢niku v 6. sérii. Jeji feSeni naleznete na webové adrese
http://fykos.cz/rocnik22/reseni/reseni6-3.pdf.

Lukds Ledvina
lukasl@fykos.cz

Uloha V.S ... aviaticka (6 boddi; primér —; )

a) Popiste geometrickou konstrukci (pomoci kruzitka a pravitka) profilu Zukovského.
b) Zkuste nakreslit proudnice v okolf profilu Zukovského. Zvolte si takové parametry d/l am/I,
aby mély praktické opodstatnéni.
c¢) Jakd vztlakovd sila pisobi na rovnou desku? Jakd vztlakovd sila pisobi na desku tvaru
kruhového oblouku?
d) Zkuste nakreslit profil kiidla odpovidajici Karmanové-Trefftzové transformaci.
Lukds si chtél vylepsit letadlo.

Geometrickd konstrukce

Ujasnéme si nejdiive, co potifebujeme znat, abychom dokézali provadét operace s komplex-
nimi ¢isly.

a) S¢itdni: Cheeme li seéist dva vektory, musime jeden z nich umét pfenést do koncového bodu
druhého a mame-li vytycen smér, kruzitkem preneseme jeho velikost. Toto je na eukleidov-
ském prostoru jednoduché, avSak v jiné geometrii, napi. na povrchu koule to nemusi byt
snadné, dokonce ani jednoznac¢né.

b) Ndsobeni redlnych ¢isel: Vynasobime-li dvé redlnd &isla, ziskdme obsah obdélniku se stra-
nami téchto délek. Pokud chceme umét dvéma redlnym c¢islim pfifadit jiné redlné cislo,
které je jejich soucinem, musime védét, jaky obsah m& jednotkovy ¢tverec, tj. musime
védeét, jak je dlouhd jednotka. Pro déleni plati obdobnd podminka.
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c) Komplexni sdruzeni: Chceme-li ur¢it, jaké komplexni ¢islo je komplexné sdruzené, musime
jej zrcadlit okolo osy x, a musime proto védét, kde je pocatek a jaky smér odpovidd x-ové
ose.

d) Ndsobeni komplexnich c¢isel: Abychom uméli vynésobit dvé komplexni ¢isla musime vynéa-
sobit jejich velikost a secist jejich argumenty, k této operaci potfebujeme jesté védét, jaky
je kladny smér realné osy.

e) Odmociiovani: k-tou odmocninu z komplexni jednotky jsme si zavedli jako komplexni ¢islo
majici k-krat mensi argument. Proto jesté potfebujeme védét, jaky je kladny smysl otaceni.
Méme zaddno komplexni ¢islo z a méme sestrojit komplexni ¢éislo z + 1/z. Hlavnim tGkolem

je sestrojit &islo 1/z. Protoze plati z = |z| exp (iarg z), miiZzeme psat

1/z=1/|ze %>

Druhy ¢len je pouze smér a ten dokdzeme sestrojit, pokud vime, kde je osa x. Zaméime se na
sestrojeni 1/|z|. MZeme vyuzit Eukleidovu vétu o vySce, sestrojime-li pravodhly trojtihelnik
s vySkou jednotkové délky a jednim pfilehlym tsekem délky |z|, druhy tsek bude miti délku

Nyni staci tento prispévek pfi¢ist k pivodnimu vektoru a jsme hotovi.

Proudnice v okoli profilu

Jak jsme uvedli v textu seridlu, proudéni v okoli profilu je pouze obrazem proudéni v okoli
vélce, jako byl samotny profil obrazem vélce. Proto musime proudnice ur¢ené rovnici

Rew(z) = konst ,

kde w(z) je komplexni potencial proudéni, zobrazit Zukovského transformaci. £ = z + 1%/=.

Vztlakovd sila na desku

Jak jsme odvodili v textu seridlu, pro vztlakovou a odporovou silu plati vztahy

Ry, =4mp (d+ vm? + l2) U sin(a+ B) cos a,
R, = 4rwp (d+ vm? + l2) U sin(a+ B)sina.

Transformace vedouci na rovnou desku odpovidda m = 0, d = 0, tj. 8 = 0. Proto vztlakova sila
je
R, = 2molUZ, sin 2ax

kde délka desky je 4l, p je hustota okolniho vzduchu, U je dopfedna rychlost a « je ihel
nibéhu. Je vidét, Ze maximalni vztlakové sile odpovida thel 45°) coZ je typicky maximdlni
vychylka kormidel.

Vztlakovad sila na desku tvaru &3sti vdlce

Abychom dostali profil ,,deskovitého“ tvaru, musi mit dva ostré rohy, proto puvodni zob-
razovand kruznice musi prochazet body +I, proto d = 0. Na nejvyssi bod se musi ze symetrie
zobrazit body i(m =+ a), pokud jsme oznacili a polomér zobrazované kruznice. Dosadime-li do
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transformac¢niho vztahu, zjistime, Ze se zobrazuji na bod 2mi. Nyni vime, Ze profil prochazi
body +2I a bodem 2mi. Z jednoduché geometrie ur¢ime jeho polomér

l2 2 1 i
r:7+m = mzf(r—\/rz—4l2).
m 2
Nyni musime uvazovat pouze mensi kofen, protoze pokud by bylo m > r, nemohla by zobra-
zovand kruznice prochazet body =+I.
Pro vztlakovou silu vychazi

1 l2 2 . m
R, =4wor 3 1- 1—472 Ul sin(a + 8) cos ar, ﬂ:arcth‘
Uzili jsme stejného znaceni jako pro rovnou desku.

Karmandv—Trefftziv profil

Budeme jej konstruovat stejné jako profil Zukovského, tj. budeme pozadovat, aby mél ostrou
$picku, proto zobrazovand kruznice musi prochdzet singuldrnim bodem transformace

E—nl (z—l)n
E4+nl \z4+1)

Nyni vypoéteme diferenciil rovnice uvedené vyse, tj. obé strany zderivujeme dle parametru p.*

2nl (z =D ! dz (z+ D!
——dé=2nl—F——d = — = .
€2 ® =2 &2 A&~ GoDE e
Singuldrnim bodem této transformace jsou tedy body z = I a £ = —nl, kterému odpovida
z=—l.
Profil pro m/l = 0,1 a d/l = 0,05 je na obrdzku 12.
0,6 T T T T T T T
0,4
0,2
0
—0,2 | | 1
-2 —1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
Obr. 12. Karméntv profil, m/l = 0,1 a d/l = 0,05
Lukas Ledvina
lukasl@fykos.cz
4) Pokud L a P znagi jednotlivé strany rovnice, plati 0 = d(Ld;P) = %—gj—f} - %%’ z toho vyplyva
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Serial na pokracovani

Kapitola 6: Zavérecnd

V této kapitole si fekneme néco o dalsich Sikovnych pouZitich komplexnich ¢isel. P¥edevsim
to bude FeSeni diferencidlnich rovnic a Fourierova transformace, kterou aplikujeme na tdlohy
z optiky.

Reseni diferencidlnich rovnic

Tuto tématiku jsme jiz lehce nakousli ve druhém dilu seridlu, kdyz jsme rozebirali reseni
stfidavych obvodi.

Ukazuje se, ze studujeme-li néjaky proces, ktery je typicky popsan linedrni diferencidlni
rovnici nap¥. harmonicky oscilator, dfive zminéné st¥idavé obvody, vedeni tepla latkou, vlnovou
rovnici, které jsou viechny line4rni®, je vyhodné&jsi jiny popis, nez klasicky.

Déle budeme pfedpokladat, Ze na systém pusobime z vnéjsku pouze funkcemi v nasledujicim
tvaru (konkrétni ¢asovy vyvoj bude pak jejich soucet)

y(t) = Aw) - ", (5)

kde w je obecné komplexni &islo a A je obecnd funkce, kter4 nemusi byt ani holomorfni®. Také
predpokladame, Ze systém se uvniti chova dle stejnych vztahi.

Vyhoda funkci v tomto tvaru je zna¢nd. Budeme-li derivovat funkci (5) podle ¢asu, dosta-
neme velmi jednoduchy vysledek

%y(t) = A(w)iwe™" = iw - y(t).

~x 7

Tedy misto derivovani sta¢i ndsobit konstantou iw, coz je vyrazné jednodussi operace.

Zkusme si tento postup napiiklad opét na harmonickém oscilatoru. Pro harmonicky osci-
lator plati F = mZ = —kz. Budeme-li pfedpoklddat feSeni ve tvaru (5). Pak ndm rovnice
oscilatoru ptejde do tvaru

m(iw)? A(w) = —kA(w) = Aw) (mw2 —k)=0,

kde jsme vydélili ¢lenem exp (iwt) # 0, ktery se nachdzel na obou stranich Toto jiz ovSem
neni diferencidlni rovnice jako na pocatku, ale pouze rovnice algebraicka, kterd ma dvé reseni
w1,2 = £/k/m. Z tvaru vySe je vidét, Ze funkce A(w) musi byt nulova pro vSechna w # w1 2,
naopak pro ostatni @hlové rychlosti mize nabyvat libovolné hodnoty”.

5 Linedrni znamena, e pokud méame dvé FeSeni problému, tak jejich soucet i libovolny néasobek
kazdého je opét feSenim.

6) Typicky nabyva nenulové hodnoty pouze pro nékolik mélo hodnot w.

7) Tyto hodnoty uréime z potatetnich podminek, které nam ¥fkaji, jaka je poloha a rychlost v n&jakém
pocatenim Case. Po¢atecnimi podminkami obecné rozumime hodnoty napf. viech derivaci v ¢ase nula,
nebo mize jit i o jiné urcujici podminky, pak ale jiz nemus{ byt zaru¢ena jednoznacnost FeSeni.
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Pro linedrni diferencidlni rovnice, to jsou takové, ve kterych se vyskytuji derivace hledané
funkce, ale jsou nasobeny pouze konstantami, obecné plati, Ze je mizeme pfepsat do tvaru
A(w) - Pp(w) =0, kde P, je polynom ¥adu n jenZ md pravé n kofent. Pokud jsou tyto kofeny
rizné, funkce A(w) je nenulovd v n bodech a jeji hodnoty uréime ze znalosti n pocateénich
podminek. Pokud v8ak ma polynom P, (w) vice ndsobny kofen, nastava problém, protoze pro
nékteré pocatedni podminky bychom nebyli schopni nalézt hodnoty funkce A(w), tak aby byly
splnény.

Uvazme nyni modelovou situaci. Mame posloupnost systémi ve kterych dva kofeny poly-
nomu pres sebe postupné prechdzi. Pfedpoklddali bychom, Ze feSeni takovéto rovnice se bude
také spojité ménit. Uvazujme polynom P> (w) = (w — wo + A) (w — wo — A), kde maly parametr
A budeme ménit v okoli nuly. Ko¥eny tohoto polynomu jsou w1 s = wo % A. Refeni diferencialni
rovnice dané timto charakteristickym polynomem odpovidaji napf. tlumenému harmonickému
oscilatoru, ktery je trochu nedotlumeny, resp. pfetlumeny. UvaZime-li volnost ve volbé A(w),
miZzeme feSeni této diferencidlni rovnice psat ve tvaru

y(t) = Ale(wu+A)t +A2e(wg—/\)t = Bje~ot (eAt +e—/\t) + Boe“rt (e)\t _ e—/\t) ,
protoZe jde o nejobecnéjsi volbu A(w). Pro konstanty Bi,» plati
A1:B1+BQ, AQZBl—BQ.

Posleme-li A — 0, miZeme exponencidly v zavorkach rozvinout do Taylorova rozvoje nasle-
dovné: exp (At) + exp (—At) =~ 2 a exp (At) — exp (—At) ~ 2\t. Refeni diferencidlni rovnice
proto prejde do tvaru

y(t) = (C1 + Cat) e,

kde konstanty C' > jsou opét linearni kombinaci Bj 2.

Tento postup bychom mohli zopakovat i pro vicenasobné kofeny a zjistili bychom, Zze pokud
se v charakteristickém polynomu vyskytne néjaky vicendsobny kofen, musime jemu odpovida-
jici exponencidlu vynéasobit polynomem se stupném o jedna mensim, nez je ndsobnost korene.

Fourierova transformace

V predeslém pfipadé jsme uvazovali FeSeni, kterd pro t — oo mohla byt nekoneénd. Pokud
bychom se omezili pouze na feseni jejichz integral je kone¢ny, mizeme se omezit pouze na realné
omegy ve vztahu (5). Pokud bychom pouZili jiné, nez redlné w, funkce y(t) by divergovala a
jisté uz by nebyla integrovatelnd pfes celou redlnou osu. Dokonce i kdybychom vzali néjakou
linedrni kombinaci téchto funkei, tak bychom neziskali nic integrabilniho.

Déle budeme uvaZovat kvadraticky integrabilni funkce®, a tak mtzeme zavést Fourierovu
transformaci p(k) funkce f(x) nasledovné:

pll) = = [ e e, 0= —= [ plioe* " a. ©

Parametr k, na kterém zavisi Fourieriv obraz p(k), se nazyva vlnovym vektorem a ma dulezitou
roli v optice.

8) Umocnime-li absolutni hodnotu kvadraticky integrabiln{ funkce na druhou a zintegrujeme, dosta-
neme koneéné ¢islo.
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Nyni si podrobnéji rozeberme, co znamenaji vyrazy vysSe. Budeme-li uvazovat vektor ve
tiirozmérném Eukleidovském prostoru, mizeme jej zapsat jako soucet soucint konkrétni sou-
fadnice a ji odpovidajicimu bazovému vektoru. Jediny rozdil je v tom, Ze zde mame vice
bézovych vektort exp(ik - x)(dokonce nespoéetné mnoho), proto suma prejde v integral. f(k)
je v nasi analogii vektorem v E* a p(x) jsou soufadnicemi viiéi bézi.

Reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic

Nyni si ukdzeme, pro¢ je tak vyhodné nékteré parcidlni diferencidlni rovnice feSit v im-
pulzovém prostoru, tj. prostor, ve kterém jsou funkce p(k), misto prostoru pfimého, tj. funkci
jako f(x).

Uvazujme nyni napfiklad vlnovou rovnici (¢ je rychlost $ifeni vzruchu)

9%u 1 8%u

o2 2 o2
Nyni zkusime vypoé&itat Fourierovu transformaci (6) této rovnice podle ¢asu, tzn. x = t, k = w,

f=uap=u
u 1 02w\ e
m (612 ‘EW)e =0

Druhy ¢len miizeme dvakrat integrovat per partes® a ziskdme

w? i Pz, w)  W?
iwt _ ) ~ —
\/ﬂ/(ﬁxz * )e =0 = o2 T @ i@, w) =0.

Posledni identita plati, protoZe nasobeni w? miZeme provadét pied i po integraci se stejnym
vysledkem, stejné tak i derivovani podle prostorovych soufadnic.

Tato rovnice ale jiz neni diferencidlni v proménné w, proto jsme dosahli vyrazného zjedno-
duseni. Nyni si zvolime konkrétni w a vyfesime jednoduchou diferencidlni rovnici v proménné
x. Mizeme pouzit napiiklad metodu uvedenou v prvni ¢asti.

Ukazme si toto na piikladu kmitani struny délky L upevnéné na obou koncich. Pro strunu
plati, Zze u(0,w) = u(L,w) = 0.

Jak jiz vime, FeSenim této rovnice je soucet exponecidl u(z,w) = Ay 2 exp(+wz/c). Abychom
splnili okrajové podminky, vyhovuji ndm pouze feSeni ve tvaru

TE
u(x,w) = ug sin —k) ,
(@,w) = w ( L
kde k je pfirozené ¢islo a wy libovolnd konstanta. Mimo jiné to znamend, ze w = kwnc/L.

Tj. existuje pouze nékolik frekvenci, na kterych mize struna kmitat.
Obdobné bychom fesili rovnici vedeni tepla

Ou(x,t)
Au(x,t) —A—=—"~-=0.
(1) 22X
9) Plati f; w’ = [wv]? *f,f u’v. Tuto identitu dostaneme integraci vzorce pro derivaci soutinu (uv)’ =

=u'v +uv’.
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Akorét nyni bychom aplikovali Fourierovu transformaci na prostorovou ¢ast funkce u, protoze
obecné neexistuje feSeni pro t — —oo. Toto FeSeni nemusi existovat, protoze s postupujicim ca-
sem roste termodynamickd entropie. Pti zpétném vyvoji musi klesat a nékdy dosdhne minimdlni
hodnoty, toto nastane, pokud bude funkce u v proménné z souétem nékolika delta funkci'®.

Nyni provedeme postup uvedeny vyse a za proménnou Fourierova obrazu x budeme uva-
Zovat proménnou §. Dostdvame

2~ 8ﬂ(£7t) —
~lePage.n - AT =0,

Toto je diferencialni rovnice pouze v proménné ¢, kterou jiz umime vyresit

€. = ta(@exw (-1550) |

kde @o(&) je Fourierova transformace po¢ateéni podminky. Pokud chceme uréit feSeni, musime
vypocitat inverzni Fourierovu transformaci. To neni vzdy jednoduché, ale povedlo se ndm pie-
vést tilohu feSeni diferencidlni rovnice na tlohu integrovani, coz je vyrazné jednodussi problém.

Difrakce

Dalsi dlohou, ve které se miizeme potkat s Fourierovu transformaci, je difrakce na ¢emkoli.
Uvédomme si nyni, jaky vyznam ma funkce exp (ik - x). Jde o fazi rovinné vlny, kterd se
pohybuje ve sméru k a p(k) je jeji amplituda, proto odpovidajici intenzita zafeni je |p(k)|>.

Uvazujme nyni modelovou situaci. Na néjaky vzorek svitime monochromatickou rovinnou
vlnou,' ta na vzorku néjak interaguje a v pozménéné podobé ze vzorku vyjde. Budeme-li
celou situaci pozorovat ze vzdalenosti mnohlem vétsi, nez jsou rozméry vzorku, budeme ve
sméru k pozorovat pravé intezitu |p(k)|>. Nebo miizeme pouZit spojnou &o&ku, pro niz vime,
ze paprasky dopadajici na ¢ocku rovnobézné se ldamou do jednoho bodu na ohniskové roviné.
Svazek rovnobéznych paprski odpovida konkrétni rovinné viné, tj. bodu v reciprokém prostoru.
V ohniskové roviné proto budeme pozorovat Fourieriv obraz predmétu.

Ukazme si nyni, jak vypocitame difrakci na miizce s mfizkovou konstantou a. Pfedem se
omlouvame, Ze toto odvozeni bude do jisté miry mavani rukama, protoze nemame prostor
na potrddné vysvétleni toho, co je distribuce.

Abychom zjistili, do kterého sméru se bude svétlo rozptylovat a do kterého nikoli, musime
vypocitat Fourieriv obraz mfizky. Budeme uvazovat, Ze miizka obsahuje velké mnozstvi vrypi,
a tedy se nebudeme muset zabyvat okrajovymi jevy. Funkce, kterou budeme transformovat,
je amplituda jedné ze slozek elektromagnetické vlny (napf. elektrické intenzity) po projiti
miizkou. Funkce exp (ik - x) je periodickd s periodou z, = 2% /k., k. je slozka vlnového vek-
toru ve sméru osy x, kterd je kolma jak na vrypy, tak na ptvodni smér §ifeni. Pokud budeme
uvaZovat vlnovy vektor k; # 2w /a nebo jeho celodiselny nasobek, pozorovana intenzita bude
nulové. Pro dostatecnou délku miizky se v integralu vystieduji na nulu p¥ispévky od exp(ik,x),
protoZze budou mit ndhodnou fazi a stfedni hodnota funkci sinx a cosx pfes x je nula. Plati

10) Delta funkce (8 funkce) vznikne napiiklad tak, Ze vezmeme funkei y = exp(—z2) a budeme ji Gzt
ve sméru osy r a protahovat ve sméru osy y tak, aby pod ni byla stile stejnd plocha.

1) Maéze jit o Stérbinu, na kterou svitime viditelnym svétlem, ale také muze jit o krystal, na ktery
svitime Rontgenovskym zarenim.
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|k| = 2w /X a smér tohoto vektoru odpovidd sméru Sifeni zafeni. Z nasi podminky pro vyzafo-
vani dostdvame

lra=2n/k; = X()=1-a,

kde [ je celé cislo urcujici, o kolikaté maximum jde a A\, je projekce tsecky délky A rovno-
bézné se smérem $iteni do sméru osy x. Mimo jiné to zmanem4d, Ze maxima budeme pozorovat
pod ahly ¢, = A (D)/A=1-a/\.
Zavérem

Chtéli bychom vam podé€kovat, Ze jste s nami vydrzeli feSit seridl az do posledniho dilu.
Ukézali jsme si, jak fesit stfidavé elektrické obvody, rozli¢né harmonicky kmitajici tlohy, dale
jsme si povédéli, jak se vyporadat s dvourozmérnymi tlohami z elektrostatiky. Také jsme uvedli
priklady dalsich transformaci, které jsme aplikovali na modely kifidel letadel a nakonec jsme
se dozvédéli néco malo o Feseni diferencidlnich rovnic a letmo jsme ukazali, jak fesit difrakéni
tlohy z optiky. Doufime, Ze vidm bude seridl alesponi v nééem uziteény.

Lukds Ledvina a Jakub Michdlek

Uloha VI.S ... vSehochut

a) Predpoklddejme, Ze mame radioaktivni ldtkui X, kterd se rozpadd na litku Y s poloca-
sem rozpadu T, ta se nasledné rozpada na stabilni latku Z s polocasem rozpadu T>. Jak
zéavisi koncentrace latky Y na Case, pokud jsme na pocatku méli pouze latku X7

b) Vypocététe jak vypada difrakéni obrazec vznikly priichodem svétla o vlnové délce A Stérbinou
sirky d.

c) Pokuste se najit frekvence w, pro které existuje feSeni vlnové rovnice na étverci o hrané a.
Kolik riznych funkei odpovida jedné thlové frekvenci?

Ndpovéda Pro prostorovou ¢ast predpokladejte Feseni ve tvaru A(z,y) = X (2)Y (y).

Zkracené vysledkoveé listiny:

Kategorie prvnich roc¢niki

jméno $kola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 5344 3 8 6 33 100 170
1. Tomds Koiinek G, Zamberk - - - - = = = 0 42 28
2. Karolina Sromekovd G D. Tatarku, Poprad - -1 - - - - 1 48 14
3. Markéta Vohnikovd PORG, Praha - -1- - - - 1 43 10

Kategorie druhych rocCnikii

jméno gkola 1234PES V % X
Student Pilny MFF UK 5344 3 8 6 33 100 170

1. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 3 - 242 2 - 13 67 67
2.-3. Filip Murdr G, Masarykovo ndm., Ttebit 1043 2 - - 10 72 65
Jakub Safin G, P. Horova, Michalovce - - - - - - - 0 67 65

4. Lubomir Grund G Zéabteh 2 -44 - - - 10 63 42

12) Kompletni vysledkové listiny najdete na naSem webu.
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5. Tomd5 Azman G, Boskovice - - - - - - 0 53 34
6. Veronika Dockalova G, Elgartova, Brno - - - - - - 0 44 32
7. Jakub Dolezal G, Spitalska, Praha 11 -2 - - 4 40 25
8. Lukds Timko G P. de Coubertina, Tabor 4 2 - - 6 58 23
9. Martin Gajdosik G, Uherské Hradisté - - - - - - 0 61 17
10. Jan Povolny G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 - 13 - - - 4 64 14
11. Jui Jufena @G, Uherské Hradisté - - - - - 0 & 11
12. Lukd$ Fusek G, Uherské Hradisté - - - - - - 0 47 9
13. Viadimir Macko G L. Stara, Zvolen - - - - - = o 47 8
14. Ota Kunt G F. X. Saldy, Liberec 2 - -4 - - 6 67 6
Kategorie tretich roc¢niki
jméno gkola 1234PE vV % X
Student Pilny MFF UK 5344 3 8 33 100 170
1. Jakub Vosmera G Matyase Lercha, Brno - - - = = - 0 89 91
2. Tomd$ Bdrta G, Nad Stolou Praha 5324 - 6 20 61 59
3. Jakub Kubecka G, Nymburk -1 -4 - - 5 52 49
4. Ondiej Mil Jirdskovo G, Nachod - -3 - -7 10 81 29
Kategorie Ctvrtych rocCniki
jméno $kola 1234PE vV % X
Student Pilny MFF UK 5344 3 8 33 100 170
1. Jdn Pulmann G Grosslingova, Bratislava 5 - 45 2 6 22 93 43
2. Jan Sopousek Gymnézium, Brno-Retkovice - - - - - 0 58 29
3. Dominika Kalasovd G, Boskovice 2 - - - 5 44 23
4. Martin Buchddek G Ludka Pika, Plzen - - - - 0o 79 22
5. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha - - - - - - 0 65 17
6. Tomds Pikalek @G, Boskovice - - - - - - 0 37 14
7. Tomds Valicek G Brno, t¥. Kpt. JaroSe 14 334 - -3 13 65 13

FYKOS

Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
180 00 Praha 8

fykos-solutions@mff.cuni.cz

www: http://fykos.cz
e-mail pro feSeni:
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

FYKOS je také na Facebooku
http://www.facebook.com/Fykos

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta

Fyzikalni korespondenc¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfeSen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiki a fyziki.

Toto dilo je §ifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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