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Milí øe¹itelé!

Právì jste dostali øe¹ení 5. série úloh Fyzikálního korespondenèního semináøe a spolu s nimi
také zadání série nové. Úvodem bychom vás chtìli pozvat na nìkolik akcí, které se budou
konat v následujících mìsících { Den dìtí a tábory, které poøádá Matfyz. Pøipomínáme vám
i probíhající soutì¾ o nejlep¹í návrh na triko FYKOSu.

Pozvánka na Vìdohraní

Pokud byste mìli zájem 1. èervna strávit den zábavy na Matfyzu s rùznými fyzikálními
pokusy a høíèkami, pak neváhejte a pøijeïte do Troji! Podrobnosti k programu hledejte na
stránce http://kdf.mff.cuni.cz/vedohrani/.

Matfyzácké tábory

Blí¾í se prázdniny, a proto vás zveme na soustøedìní a tábory, abyste nemohli øíct, ¾e jste
byli o prázdninách nuceni zahálet pro nedostatek Matfyzáckých akcí. Tyto akce mají spoleèné
to, ¾e není sice potøeba pøedtím øe¹it nìjaký semináø a neohlí¾í se na va¹e dosavadní výsledky,
ale poplatek, který za nì zaplatíte je o nìco vy¹¹í. Jedná se o akce, které jsou podobné sou�
støedìním FYKOSu, ale mají svoje speci�ka (rùzný pomìr volného èasu a programu, zamìøení
programu. . . ).

V první øadì bychom vás rádi pozvali na Letní ¹kolu matematiky a fyziky (L©MF), která
se koná v termínu 1.{15. èervence. Podrobnosti najdete na stránce http://smf.mff.cuni.cz.

Letní matematicko-fyzikální soustøedìní (LMFS) se koná 10.{26. srpna v Køinicích. Po�
drobnosti na http://alma.karlov.mff.cuni.cz/lmfs/.

Doposavad zmínìné akce byly urèeny pro støedo¹koláky, ale pokud máte mlad¹í sourozence
èi kamarády (èi jste sami je¹tì v tøídách odpovídajících základní ¹kole èi ni¾¹ímu gymnáziu),
tak pro vás máme pozvánku na tábor Pikomatu v termínu 27.7.{7.8., kterou mù¾ete volnì ¹íøit
dále. Pøihla¹ování na http://pikomat.mff.cuni.cz/.

Soutì¾ o nejlep¹í návrhy na trièko

S minulou sérií jsme vyhlásili soutì¾ o nejlep¹í návrhy na trièko FYKOSu. Pravidla po�
drobnìji mù¾ete najít právì v minulé bro¾urce. Ve zkratce, ten, jeho¾ návrh vybereme dostane
tøi trièka se svým návrhem ve velikosti a barvì, kterou si vybere. Zatím nám ¾ádné návrhy
nepøi¹ly, ale doufáme, ¾e se nìjaké brzo objeví.

Uzávìrka soutì¾e je 16. kvìtna 2011. Návrhy posílejte Terce Jeøábkové na emailovou
adresu terkaj@fykos.cz.
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Zadání VI. série

Termín odeslání: 23. kvìtna 2011
Termín doruèení: 25. kvìtna 2011 18:00

Úloha VI . 1 . . . rozcvička

va)

b)

L

h

Obr. 1. K rozcvièce

a) zprohýbané prkno
Prkno dané délky le¾í vodorovnì. Z jednoho konce po nìm

po¹leme kulièku. Za jakých podmínek bude na druhém konci
prkna nejdøíve?
a) Prkno bude prohnuté nahoru.
b) Prkno bude prohnuté dolu.
c) Prkno bude rovnì.
d) Pøi libovolném prohnutí bude doba stejná.

Svoji volbu øádnì odùvodnìte.
b) zlomené prkno

Prohlubeò ¹íøky L pøemostíme prohnutým prknem. To se
skládá ze dvou stejnì dlouhých rovných èástí, které jsou uprostøed spojeny zlomem. Na je�
den konec polo¾íme kulièku. Pro jakou hloubku prohnutí h bude kulièka na druhém konci
nejdøíve? Zlom je tak hladký, ¾e na nìm kulièka neztrácí energii. Mohlo by se vám hodit,
¾e funkce f(x) = x+ 1/x má minimum v bodì x = 1.

Úloha VI . 2 . . . zlý trojúhelník
Máme dlouhou ¹tìrbinu a vedle ní bodovou dírku. Jak bude vypadat interferenèní obrazec

na rovinném stínítku, posvítíme-li skrz nì koherentním svìtlem? Zanedbejte difrakci na sa�
motné ¹tìrbinì a samotné dírce.

Úloha VI . 3 . . . letadlo
Jak dlouhý èas ubìhne v letadle mezi þzápademÿ a þvýchodemÿ slunce, letí-li v rovinì

ekliptiky? A jak to bude vypadat s délkou dne a noci? Potøebné údaje jako bì¾nou letovou
hladinu si zjistìte na internetu. Rozeberte oba pøípady, kdy letadlo letí na západ i na východ.

Úloha VI . 4 . . . konečné řešení otázky globálního oteplování
Jak by se zmìnil výkon sluneèního záøení dopadajícího na Zemi v odsluní, kdy¾ by byla

jednorázovì vychýlena zemská dráha (zmìnou její okam¾ité rychlosti ve smìru její dráhy) tak,
aby byl pozemský rok o týden del¹í? Odhadnìte teplotu Zemì v pøísluní a odsluní, pokud
by Zemì mìla témìø nulovou tepelnou kapacitu. Staèí uva¾ovat, ¾e pùvodní dráha Zemì byla
kruhová a pøe¹la na eliptickou.

Úloha VI . P . . . nošení vody
V létì bylo zakázáno vyná¹et z bazénù vodu v bermudách. Kolik ale mù¾e èlovìk vynést

vody ve vlasech? Pøedpokládejme, ¾e vlasù je vìt¹í poèet (z bazénu nevyná¹í vodu dìd V¹evìd).
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Úloha VI . E . . . zeměplocha
Vymyslete co nejvíce zpùsobù, jak ovìøit pøedpoklad o kulatosti Zemì. Pokud zjistíte, ¾e

je Zemì opravdu kulatá, dokázali byste urèit i její polomìr?

Øe¹ení V. série

Úloha V . 1 . . . rozcvička (5 bodù; prùmìr 2,80; øe¹ilo 10 studentù)

a) sedimentace krve
Zkuste pøibli¾nì spoèítat, jak rychle probíhá sedimentace lidské krve (usazení zdravých

èervených krvinek na dnì nádoby). Dynamická viskozita η krevní plazmy pøi 37 ◦C je pøi�
bli¾nì 2 N ·s·m−2 . (Bì¾nì se mìøení sedimentace provádí tak, ¾e se krev nechá odstát na
jednu hodinu a poté se zmìøí vý¹ka ji¾ usazených krvinek { bývá obvykle okolo 10 mm.)

Nápovìda: Mohl by se hodit Stokesùv vztah pro odporovou sílu F = 6πηrv, který platí
pro laminární proudìní. z hlubin archivu

b) nevìøte vlastním oèím
Ale¹ jel v poledne tramvají po nábøe¾í Kapitána Jaro¹e v Praze smìrem na Malou

Stranu. Sedìl u okna a pøímo z jiho-jihozápadu na nìj svítilo slunce. Proto¾e se díval pøed
sebe, jedno oko mìl ve stínu vlastního nosu. Kdy¾ ale uhnul oèima doprava, zjistil, ¾e levým
okem vnímá mírnì jiné odstíny barev ne¾ pravým. Do jakého odstínu se mu vidìní v levém
oku zabarvilo a proè? Ale¹ potkal Appolóna

Sedimentace krve

Pøednì se øe¹itelùm omlouváme za chybnì uvedenou hodnotu dynamické viskozity krve.
Její správná hodnota za daných podmínek je okolo 3 · 10−3N·s·m−2.

Abychom mohli pou¾ít uvedený Stokesùv vzorec, modelujme krev kulovými krvinkami s po�
lomìrem rK. Krvinky se ji¾ po chvíli pohybují rovnomìrnì pøímoèaøe, tudí¾ souèet pùsobících
sil (tíhová, vztlaková a tøecí) musí být nulový. Z toho zjistíme onu ustálenou rychlost

v =
2
9
r2K�%g
η

,

kde �% je rozdíl hustot krvinky a plazmy, η je dynamická viskozita a g je tíhové zrychlení.
Za èas �t se usadí v¹echny krvinky z oblasti v�t nade dnem, pøi obsahu dna S a mìrném

poètu krvinek v krvi D to odpovídá N = v�tSD krvinkám. Tyto pak vytvoøí vrstvièku1

tlou¹»ky �h = NVKc/S, kde VK je objem krvinky a c koe�cient udávající, kolik prostoru
kolem sebe zabere usazená krvinka oproti èistému objemu.

Objem krvinky té¾ odhadneme koulí polomìru rK, a tak rychlost pøibývání usazeniny vyjde

�h
�t

=
8
27
πr5K�%gcD

η
.

1) Pøedpokládejme tlou¹»ku této vrstvy øádovì men¹í ne¾ v�t.
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Pro numerický odhad pou¾ijeme hodnoty: η = 3 · 10−3 Pa·s, rK = 3 · 10−6m, �% =
= 150 kg·m−3, g = 9,81m·s−1, c = 1,7 a D = 5 · 106mm−3. Výsledná rychlost vy�
chází 3,4mm·hod−1, co¾ je i pøes zjednodu¹ení a odhady, jich¾ jsme se dopustili, øádovì
ve shodì s realitou (2{20mm/h, v závislosti na jedinci).

Nevìøte vlastním oèím

Pozorované zabarvení je variantou Purkyòova jevu, neboli ¾e v ¹eru vidíme odstíny mírnì
do modra. Citlivost oka toti¾ nezávisí jenom na vlnové délce, ale i na intenzitì dopadajícího
svìtla.

Na obrázku 2 je srovnání citlivosti oka pøi denním a noèním vidìní. Je patrno, ¾e oko
pøizpùsobené tmì má maximum citlivosti posunuté více do modré oblasti (vliv tyèinek).
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Obr. 2. Srovnání denního a noèního vidìní

Mìlo-li tedy jedno oko v dùsledku oslnìní sta¾enou zornici, dopadá do nìj celkovì ménì
svìtla, a tak se odstíny jím pozorované budou jevit více modravé.

Michal Koutný
michal@fykos.cz

Úloha V . 2 . . . měsíc jako lodička (3 body; prùmìr 1,57; øe¹ilo 7 studentù)
Z jakých míst na Zemi a kdy vypadá Mìsíc jako lodièka? (jeho cípy jsou rovnobì¾né s ob�

zorem, osa symetrie je kolmá k místnímu nebeskému poledníku) Pokud si s øe¹ením nevíte
rady, mù¾ete si nainstalovat vhodný software (napø. Celestia) a celou situaci si prohlédnout
z rùzných míst na zemi.

Krátký astronomický slovníèek, aneb pojmy, bez kterých se pøi ètení øe¹ení neobejdete

Ekliptika { prùseènice roviny urèené obìhem planet kolem Slunce s nebeskou sférou
Nebeský rovník { prùseènice roviny urèené zemským rovníkem s nebeskou sférou
Zenit (nadhlavník) { prùseèík pøímky urèené støedem Zemì a místem, kde se nachází po�

zorovatel s nebeskou sférou

Øe¹ení

Nejprve se podívejme na nejjednodu¹¹í modelovou situaci. Pøedstavme si, ¾e zemská osa je
kolmá k rovinì ekliptiky a Mìsíc i Zemì le¾í pøesnì v ní. V jaké pozici by musel být Mìsíc se
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Sluncem abychom mohli pozorovat Mìsíc jako lodièku? Je potøeba aby v okam¾iku pozorování
byl mìsíc pøímo nad Sluncem, tedy spojnice Slunce-Mìsíc musí být v okam¾iku pozorování
kolmá k horizontu pozorovatele (uvìdomme si, ¾e Mìsíc i Slunce stále le¾í na ekliptice, je to
tedy opravdu jediná mo¾nost, jak tento jev pozorovat). To je v na¹em prvním pøiblí¾ení mo¾né
pouze na rovníku. Na tomto místì by ka¾dý den Slunce procházelo pøímo zenitem.

Mìsíc

Slunce

Obr. 3. Ekliptika
je kolmá k
horizontu

pozorovatele

Pokud se nyní více pøiblí¾íme reálné situaci a do na¹ich úvah pøidáme sklon zemské osy,
situace se nám pomìrnì zkomplikuje.

Na¹ím cílem je stanovit rozmezí zemìpisných ¹íøek, ze kterých je mo¾né
tento jev pozorovat. Odchylme se na chvilku od Mìsíce a promysleme si
poøádnì v jakých pozicích lze bìhem roku pozorovat Slunce. Jistì jste si
v¹imli, ¾e se bìhem roku mìní maximální vý¹ka Slunce nad obzorem -
v zimì je Slunce ní¾e (proto je tu také zima) a v létì naopak mnohem
vý¹e. To je zapøíèeno právì sklonem zemské osy vzhledem k rovinì eklip�
tiky. Okam¾itá poloha Zemì na její obì¾né dráze kolem Slunce spolu ze
zemìpisnou ¹íøkou urèují jednoznaènì maximální vý¹ku, do které Slunce
mù¾e bìhem dne vystoupat (takto de�nované pravé poledne nastává v¾dy
kdy¾ Slunce prochází místním poledníkem).

Pro vyøe¹ení na¹í úlohy je tøeba najít nìjakou souvislost mezi úhlovou vý¹kou Slunce nad
obzorem a sklonem ekliptiky vùèi horizontu. Vzhledem k jisté symetrii úlohy (pohyb Slunce po
obloze se na ji¾ní polokouli jeví zrcadlovì pøevrácen, to ale na zemìpisných ¹íøkách nic nemìní)
se budeme dále zabývat severní polokoulí. Existuje jeden okam¾ik kdy doká¾eme snadno urèit
sklon ekliptiky vzhledem k horizontu. Rovina ekliptiky prochází støedem Zemì, Slunce le¾í na
ekliptice, rovina horizontu prochází místem pozorování. Je tedy jasné, ¾e pokud bude rovina
ekliptiky procházet také místem pozorování, pak máme dvì roviny jejich¾ úhel u¾ lze urèit.

Mìsíc

Slunce

Nebeský rovník

Ekliptika

V J Z

Obr. 4. Situace pro na¹i zemìpisnou
¹íøku (16. 3. 2010), Mìsíc nele¾í na ekliptice a

proto lze i u nás pozorovat lodièku

Podívejme se na okam¾ik letního slunovratu. V tento den bude na severní polokouli Slunce
v pravé poledne nejvý¹e. V nadhlavníku bude na 23◦27′ severní ¹íøky. Pokud si v této pozici
zastavíme rotaci Zemì a zaèneme s ní pouze obíhat kolem Slunce zjistíme, ¾e se Slunce hýbe po
ekliptice. To je ale skvìlá zpráva. Máme tedy pás urèený obratníky Raka a Kozoroha, kde mù¾e
být slunce v nadhlavníku. Mezi tìmito místy mù¾e tedy ekliptika s horizontem svírat pravý
úhel. A bìhem roku urèitì bude existovat èasový okam¾ik, kdy bude Slunce na ekliptice, která
bude kolmá k horizontu. Pokud budeme mít ¹tìstí a bude v tento okam¾ik pozorovatelný Mìsíc,
pak se bude jevit právì jako lodièka. Pokud si tedy shrneme právì získané výsledky zjistíme,
¾e pokud Mìsíc le¾í také v ekliptice, lodièku mù¾eme spatøit mezi obratníky Raka a Kozoroha.
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Bìhem letního a zimního slunovratu je tento efekt mo¾né pozorovat pøímo z rovníku, bìhem
jarní resp. podzimní rovnodennosti pak z obratníku Raka resp. Kozoroha.

Pøi dal¹ím pøiblí¾ení je nutné si uvìdomit, ¾e Mìsíc nepohybuje pøesnì v rovinì eklip�
tiky { jeho obì¾ná dráha je vùèi ní sklonìna o úhel zhruba 5,1◦. Je mo¾né si pøièíst resp.
odeèíst od souøadnic pøípadných pozorovacích míst je¹tì pìt stupòù (v závislosti na tom, zda
je Mìsíc nad a nebo pod ekliptikou) a stále je mo¾né Mìsíc jako lodièku pozorovat. Pokud
by tìchto pìt stupòù nemìlo na pozorování vìt¹í efekt, pak by jistì bylo mo¾né tento efekt
zanedbat. Nicménì, pokud se podíváte na obrázek 4, je vám u¾ zajisté jasné, ¾e efekt bude
mnohem vìt¹í.

Kromì polohy Mìsíce vùèi ekliptice je také dùle¾itá úhlová vzdálenost Mìsíce od Slunce.
Pokud je zrovna Mìsíc nejvíce odchýlen od ekliptiky a zároveò se nachází nejblí¾e Slunce
(øeknìme tøeba také pìt stupòù { leè je to jen tì¾ko reálné èíslo), pak se úhel osvitu Mìsíce
od Slunce mìní o úhel 45 ◦! Toto èíslo u¾ se zanedbává tì¾ko.

Je v¹ak dùle¾ité zdùraznit, ¾e Mìsíc takto blízko u Slunce patrnì nikdy neuvidíte. Tak¾e
pokud chcete vidìt Mìsíc jako lodièku, radìji se vypravte nìkam blí¾e k rovníku.

Tereza Jeřábková
terkaj@fykos.cz

Úloha V . 3 . . . těžký řetěz (4 body; prùmìr 2,80; øe¹ilo 10 studentù)

Øetìz o hmotnosti m a délky l visí svisle tìsnì nad váhou. Najednou ho upustíme z klidu
a zaène na váhu dopadat. Jakou váhu bude váha ukazovat v závislosti na tom, jaká délka x ji¾
na ni dopadla? Zanedbejte rozmìry jednotlivých ok øetìzu.

Zobrazovaná váha bude pøesnì odpovídat síle, kterou bude øetìz na váhu pùsobit. Vypoèí�
tejme proto nejdøíve, jakou silou na ni pùsobí.

Ta èást øetìzu, která ji¾ na váze le¾í, bude samozøejmì pùsobit pouze silou tíhovou. Ta se
jednodu¹e vypoèítá jako

F1 = gm
x

l
.

Dále budou na váhu pùsobit právì dopadající èlánky øetìzu, které se o ni budou brzdit.
Víme, ¾e síla je rovna zmìnì hybnosti za jednotku èasu. Mù¾eme psát

F =
�p
�t

, (1)

kde �p je zmìna hybnosti za èas �t. Hybnost je de�novaná jako souèin hmotnosti a rychlosti.
Proto¾e se oka øetìzu zcela zastaví, bude zmìna hybnosti rovna

�p = �m · v ,

kde �m je hmotnost èásti øetízku, který dopadne na váhu za èas �t a v je okam¾itá rychlost
øetízku. Zøejmì platí

�m = m
�x
l
,

kde �x je délka èásti øetízku, která dopadla na váhu za èas �t. Tuto délku pak lze vyjádøit
jako

�x = v ·�t .
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Uvedené úvahy dobøe platí pro malé èasové úseky �t, bìhem kterých se rychlost øetízku zmìní
jen zanedbatelnì. Nyní staèí ji¾ jen dosadit za �p do (1) a získáme vzorec pro druhou slo¾ku
síly

F2 =
m v·�t

l
v

�t
=
mv2

l
. (2)

Poznámka pro zku¹enìj¹í øe¹itele { úvahy uvedené vý¹e lze samozøejmì zcela analogicky
provést za pou¾ití derivací se stejným výsledkem.

Øetízek dopadající na váhu bude mít stejnou rychlost jako tìleso padající volným pádem,
které ji¾ urazilo dráhu délky x. Ze vzorcù pro volný pád

v = gt a x =
1
2
gt2 ,

dosazením za t získáme jednoduchý vztah

v =
√
2gx.

Dosazením do (2) získáme koneèný vztah pro F2

F2 =
2mgx
l

.

Celková síla pùsobící na váhu tedy bude

F = F1 + F2 = 3mg
x

l
.

Pro urèení zobrazované váhy staèí podìlit pùsobící sílu gravitaèním zrychlením. Získáme vý�
sledek

mv = 3m
x

l
.

Jáchym Sýkora
jachym@fykos.cz

Úloha V . 4 . . . zelená revoluce (4 body; prùmìr 3,67; øe¹ilo 9 studentù)
Jaderná energie je stále kontroverzní zdroj energie a mnohé státy mají v úmyslu upou¹tìt

od jejího pou¾ívání. Zamìøme se ale nyní na problém skladování jaderného odpadu. Pøed�
stavme si, ¾e v roce 2000 bylo zalo¾eno zbrusu nové úlo¾i¹tì radioaktivního odpadu a navezen
první èerstvý radioaktivní materiál, ale záhy bylo odsouhlaseno, ¾e na úlo¾i¹tì bude ka¾dý
dal¹í rok dovezeno o 5% ménì èerstvého radioaktivního odpadu ne¾ rok pøedchozí.

Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e radioaktivní odpad má poloèas rozpadu 100 let
(bì¾ný radioaktivní odpad má daleko del¹í poloèas rozpadu). Poraïte obyvatelùm pøilehlých
obcí, kterého roku se mohou tì¹it na nejvy¹¹í dávku radiace, a umo¾nìte jim tak tøeba naplá�
novat zalo¾ení rodiny. Pøi øe¹ení mù¾ete s výhodou pou¾ít vá¹ oblíbený tabulkový procesor,
tøeba Excel nebo Calc. Márovi se zalíbilo v Prypjati

Uvìdomme si, ¾e intenzita záøení je v ka¾dém okam¾iku úmìrná mno¾ství je¹tì nerozpadlého
materiálu. Je tedy jedno, zda vy¹etrujeme èasovou závislost mno¾ství nerozpadlého radioak�
tivního materiálu, nebo èasovou závislost intenzity záøení. Pøipomeòme, ¾e poloèas rozpadu je
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doba, za kterou se rozpadne polovina radioaktivních jader. Aktivita jedné navá¾ky materiálu
klesá v èase jako výraz

(
1
2

)t/100
.2

Celková úroveò záøení Ir v r-tém roce je dána souètem pøíspìvkù ze v¹ech pøedchozích
navá¾ek, aneb

Ir =
r∑
j=0

0, 95j ·
(
1
2

)(r−j)/100

. (3)

Nyní toto realizujeme v Calcu (Excelu). Do prvního øádku, hlavièky tabulky, vypí¹eme
poøadí roku, tedy èísla r od 0 a¾ tøeba do 100. Do druhé øádky necháme vypoèítat funkci(
1
2

)r/100
, neboli pøíspìvek navá¾ky z nultého roku k radiaci v r-tém roce. Dal¹í øádek bude

obsahovat pøíspìvek navá¾ky z prvního roku k radiaci v ka¾dém roce. Tento øádek vznikne
pøenásobením pøede¹lého øádku konstantou 0,95 a posunutím o jedno pole doprava. Posunutí
o jedno pole doprava dosáhneme tak, ¾e ka¾dá buòka bude 0,95násobkem buòky o jednu nalevo
a nahoøe od ní. Tento vzorec staèí zadat jen jednou a poté pøetáhnout po celém po¾adovaném
poli. Úroveò radiace v r-tém roce bude tak odpovídat souètu èísel v r-tém sloupci tabulky.
Nejvìt¹í èíslo objevíme ve sloupci odpovídajícím roku 2044 (zaèínáme navá¾et v roce 2000). Ján
Pulmann si správnì uvìdomil, ¾e øada (3) lze snadno seèíst jako geometrická øada, vytkneme{li
èlen

(
1
2

)r/100
pøed sumu. Nìkteøí z Vás zase vycházeli z toho, ¾e mno¾ství ulo¾eného materiálu

v r-tém roce dostaneme rekurzivnì mr = 0, 51/100mr−1 + 0, 95rm0.

Úloha jde øe¹it i pomocí integrálního poètu, pokud pøejdeme od diskrétního navá¾ení od�
padu ke spojitému. Vztah (3) se pak modi�kuje na

I(t) =
∫ t

0

0, 95τ ·
(
1
2

)(t−τ)/100

dτ . (4)

Exponenciály se snadno zintegrují a výsledkem je závislost tvaru

I(t) ∼
(
1
2

)t/100
− 0, 95t ,

která je znázornìná na obrázku 5. Vidíme, ¾e to je vlastnì rozdíl dvou exponenciálních po�
klesù. Pøi spojitém navá¾ení maximum radiace nastane zaèátkem roku 2045, kvalitativní prù�
bìh závislosti bude ov¹em stejný jako pøi diskrétním navá¾ení. Integrál (4) je tvaru I(t) =
=
∫ t
0
f(τ)g(t− τ) dτ a vyjadøuje skuteènost, ¾e intenzitu v èase t získáme souètem pøíspìvkù,

které þvzniklyÿ v pøede¹lých èasech τ ve velikosti f(τ) a na situaci v èase t mají vliv daný
faktorem g(t− τ), který¾to je závislý na èasovém prodlení od jejich vzniku. Uvedený integrál
se nazývá konvoluce funkcí f a g a ve fyzice se s ním budete pravdìpodobnì potkávat velmi
èasto.

2) V øe¹ení bereme èas jako bezrozmìrný poèet let.
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Obr. 5. Úroveò radiace v prùbìhu let

Marek Scholz
mara@fykos.cz

Úloha V .P . . . nabitý svět (3 body; prùmìr 2,00; øe¹ili 3 studenti)

Jak v¹ichni víme, kladné a záporné elektrické náboje jsou ve vesmíru v rovnováze, jinak by
elektrická odpudivá síla pøekonala gravitaèní a tìlesa by nedr¾ela pohromadì. Ale je ta rovno�
váha dokonalá? Co kdy¾ jsou v¹echna tìlesa ve vesmíru nepatrnì kladnì (nebo zápornì) nabita
a odpudivá elektrická síla sni¾uje úèinek gravitace. Jak by se taková nerovnováha projevila?

Navrhnìte zpùsob, jak tuto nerovnováhu zjistit, a odhadnìte, jakou nejmen¹í nerovnováhu
jsme touto metodou schopni urèit. Nerovnováhou myslíme celkový náboj (rozdíl kladného
a záporného) v nìjakém velkém objemu.

napadlo Jáchyma, kdy¾ mu tvrdili, ¾e vesmír je v elektrické rovnováze

Stì¾ejní otázkou úlohy je, zda jsme schopni detekovat pøípadnou nerovnováhu v neutralitì
vesmíru. Ne¾ na tuto otázku odpovíme, je tøeba se zamyslet, jak vlastnì víme, ¾e vesmír
je neutrální. Tahle otázka není úplnì triviální a je tì¾ké na ni odpovìdìt se stoprocentní
jistotou. Faktem zùstává, ¾e do vzdálenosti 105 svìtelných let od na¹í galaxie jsme obklopeni
ionizovaným plynem.

−−

Obr. 6. Siloèáry kolem stejných
nábojù

To ov¹em není nic abnormálního, vesmír byl krátce
po svém zrodu naplnìn neprùhledným ionizovaným ply�
nem, v dal¹ím vývoji zprùhlednìl, následnì byl znovu
ionizován a zaèaly se tvoøit nejstar¹í známé vesmírné
objekty. Tuto éru jsme nazvali érou reionizace, trvala
600 miliónù let a skonèila v dobì, kdy byl vesmír stár
asi jednu miliardu let.

Budeme-li tedy vesmír pozorovat pouze lokálnì, je
mo¾né, ¾e narazíme na nìjakou nerovnomìrnost v klad�
ných a záporných èásticích. Budeme-li se v¹ak na vesmír
koukat jako na celek, ¾ádnou nerovnováhu bychom ne�
mìli pozorovat. Koneckoncù ve¹kerá pozorování nazna�
èují, ¾e vesmír skuteènì neutrální je, ostatnì jak je zmí�
nìno v zadání, odpudivá síla by jinak nedovolila zformo�
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vání hvìzd, galaxií a ostatních vesmírných objektù. Kdyby ale lehká nerovnováha existovala,
kde bychom ji pozorovali?

Mù¾eme s úspìchem pøedpokládat, ¾e v celém vesmíru platí zákon zachování náboje. Tedy
náboj byl ve vesmíru poøád a nikam nezmizel ani by se nemohl najednou objevit. Zkusme se
teï zamyslet, jak nejlépe poznat, ¾e se nìkde nachází pøebytek kladného/záporného náboje.
Stejnì jako v na¹ich lidských mìøítkách bychom pozorovali, ¾e dva stejnì nabité náboje se
odpuzují a dva rozdílnì nabité náboje se pøitahují. Velmi dobøe to lze ilustrovat siloèárami
(obrázek 6).

Ve vesmíru bychom tedy museli detekovat nìco podobnì vypadajícího, ale ve velkých
¹kálách. Obdobné struktury by byly i jedním z projevù nerovnováhy náboje ve vesmíru. Teo�
reticky by mìly být dobøe detekovatelné ve vesmírném mikrovlnném pozadí (anglicky Cosmic
Microwave Background, èili CMB), které vzniklo cca 380000 let po Velkém Tøesku. Podíváme-li
se na CMB dnes (obrázek 7), zjistíme, ¾e je veskrze homogenní a ¾ádné proudy se zde nevy�
skytují.

Obr. 7. Vizualizace dat z dru¾ice WMAP

Jak velká by musela být nerovnováha, tøeba ve Slunci, abychom ji vùbec zvládli detekovat?
Za pøedpokladu, ¾e je Slunce pouze z vodíku, obsahuje NAMR(H)/MSlunce ≈ 1057 elektronù.3

To odpovídá náboji pøibli¾nì 2 · 1038 C. Pokud si dovolíme mít o jeden elektron v miliardì
víc, náboj bude stále v øádu 1029 C. Dejme si tedy elektrickou a gravitaèní sílu do pomìru a
dostaneme

QSlunce

4πε0
κ ·MSlunce

= 1016 .

Tedy elektrická síla bude v øádech 1016 vìt¹í ne¾ síla gravitaèní. S úspìchem mù¾eme pøed�
pokládat, ¾e takové Slunce by nemohlo existovat, tedy lze øíct, ¾e a¾ do øádu okolo 10−25 je
Slunce skuteènì elektricky neutrální, tedy v rovnováze. Podobný výpoèet pak mù¾eme apli�

3) Hmotnost Slunce je 1,99 · 1030 kg, NA = 6,022 · 1023mol−1 je Avogadrova konstanta a MR(H) =
= 1,01 g·mol−1 je relativní atomová hmotnost vodíku.
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kovat prakticky na jakýkoliv objekt ve vesmíru. Zmínìná hodnota nám také naznaèuje, jakou
nejmen¹í rovnováhu mù¾eme principiálnì odhadnout.

Jana Poledniková
janap@fykos.cz

Úloha V .E . . . strunatci (8 bodù; prùmìr 4,80; øe¹ilo 5 studentù)

Vytvoøte si zaøízení, na kterém bude moci být upevnìna struna (èi gumièka) s promìnlivou
délkou tak, ¾e bude napínána stále stejnou silou. Prozkoumejte, jak se mìní hlavní frekvence
vydávané strunou (èi gumièkou) v závislosti na délce struny. Na zpracování zvuku mù¾ete
pou¾ít napøíklad program Audacity. Karel chtìl zadat nìco z akustiky

Teorie

Pøíèné vlny se ¹íøí v napjaté strunì pøibli¾nì rychlostí

v =
√
σ

%
,

kde σ je napìtí ve strunì a % je hustota materiálu struny. Vzhledem k tomu, ¾e napjatá gumièka
je podobná strunì, mù¾eme aplikovat tento vzoreèek i na ná¹ experiment.

Jsou dvì mo¾nosti, jak podle zadání zatí¾it gumièku. Buï tak, ¾e máme zatí¾enou stále
stejnou délku pru¾iny, ale mìníme délku, na které pru¾ina vibruje (napø. pomocí kladky),
nebo zatì¾ujeme pouze délku, na které pru¾ina vibruje, a jenom nezbytnì krátký úsek pro
zavì¹ení pøes kladku. V obou pøípadech ov¹em, pøi pou¾ití stejné hmotnosti záva¾í, mìlo být
napìtí v gumièce stejné, proto¾e to závisí pouze na hmotnosti a na prùøezu gumièky, který
pova¾ujeme za konstantní. Oznaème délku mezi upevnìním gumièky a vrchem kladky, pøes
kterou je zavì¹ené záva¾í, jako l.

Frekvence fk, které se brnknutím na gumièku vybudí, budou odpovídat vlnovým délkám λk
a rychlosti ¹íøení vln v materiálu vztahem

fk =
v

λk
,

kde fk oznaèuje k-tou harmonickou frekvenci. Vlnové délky vypoèteme z pøedpokladu, ¾e na
okrajích, kde je gumièka upevnìná, bude nulová výchylka v ka¾dém èase a bude tam tedy uzel.
Z toho vyplývá, ¾e se do kmitající délky pru¾iny l musí vejít celoèíselný poèet pùlvln.

l = k
λk
2
.

Z toho pak pro frekvence vyplývá celkový vztah

fk =
√
σ

%

1
λk

=
√
σ

%

k

2l
= v

k

2l
,

kde v/2 je konstanta, kterou budeme �tovat ve zpracování mìøení.
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Postup mìøení

Pøi mìøení byla vyu¾ita kladka, jak ji¾ bylo zmínìno v teorii. Pro co nejlep¹í urèení délky
gumièky byla pou¾ita co nejmen¹í kladka s polomìrem 1,0 cm. Pro v¹echna mìøení byla pou¾ita
jedna obyèejná kanceláøská gumièka. Záva¾í, kterým byla zatí¾ena, mìlo hmotnost m = 200 g.
Nejprve byla gumièka na jedné stranì upevnìna a na druhé stranì bylo pøes kladku zavì¹eno
volnì záva¾í. Pak byla kladka za�xována, aby se v prùbìhu kmitù gumièky pøíli¹ nepohybovala.
Mìøení délky probíhala pomocí obyèejného pravítka s dílky po 1mm, ale vzhledem k tomu,
¾e místo upevnìní gumièky a místo vrchu kladky není zcela pøesnì urèující èásti pru¾iny, na
které pru¾iny kmitá, bereme chybu mìøení jako 0,5 cm.

Zvuk gumièky byl mìøen pomocí mikrofonu pøipojeného na poèítaè a zvuk byl zazname�
náván pomocí programu Audacity, kde posléze probíhala spektrální analýza zvuku. V¾dy bylo
namìøeno více brnknutí, z nich¾ pak 3 byla analyzována. Zaznamenány byly první nejvýraz�
nìj¹í frekvence vy¹¹í ne¾ cca 100Hz, proto¾e mikrofony v oblasti nízkých frekvencí nejsou pøíli¹
pøesné a hlavnì proto¾e okolo 50Hz se objevoval zvuk, který jednak nezávisel na délce l, navíc
se v¾dy objevoval i v oblastech záznamu zvuku, kde nebylo na gumièku brnkáno a nejpádnìj�
¹ím argumentem je, ¾e právì tato frekvence je v elektrické síti a proto se mám mù¾e objevit
relativnì pravdìpodobnì jako ¹um.

Na obrázku 8 mù¾ete vidìt ukázku spektrální analýzy zvuku v Audacity. Zvolili jsme ve�
likost okna 8192 vzorkù, proto¾e pøi ni¾¹ích hodnotách jsme nedosahovali dostateèného frek�
venèního rozli¹ení (nakonec bylo zhruba 2Hz). Logaritmickou stupnici jsme pou¾ili z dùvodù
jednodu¹¹ího odeèítání hodnot.

Pøi ka¾dém nastavení délky byly vybrány tøi brnknutí a z odeètených hodnot frekvencí,
které si odpovídaly, byl vypoèten aritmetický prùmìr.
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Obr. 8. Ukázka spektrální analýzy zvuku pro nastavení l = 24 cm
pøi délce gumièky 41 cm

Výsledky

Namìøená data pro gumièku, kde bylo zavì¹eno záva¾í ve vzdálenosti 41 cm od upevnìní,
jsou v grafu 9 a data pro záva¾í upevnìné za kladkou jsou v grafu 10. V obou grafech jsou na��
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tované frekvence pøes parametr rychlosti, který pova¾ujeme za neznámý. Vìt¹inou bylo mìøeno
prvních 5 frekvencí, které byly pøibli¾nì celoèíselným násobkem první frekvence (resp. 1, 2, 3,
4 a 5násobkem), z èeho¾ mù¾eme usuzovat, ¾e se opravdu jedná o prvních pìt harmonických
frekvencí vydávaných gumièkou. V¹echny na�tované závislosti odpovídají (podle výpoètu me�
todou nejmen¹ích ètvercù v Gnuplotu) s odchylkou men¹í ne¾ 2% nepøímo úmìrné závislosti
frekvence na délce l.

Tabulka na�tovaných hodnot rychlostí ¹íøení zvukových vln v gumièce

harmonická
vk

ms−1
vn

ms−1

1. 50,9 49,3
2. 50,8 49,4
3. 50,8 49,4
4. 50,8 49,0
5. 50,9 49,2

V tabulce mù¾ete vidìt hodnoty na�tovaných rychlostí. Jako vk je oznaèen tento parametr
u mìøení s konstantní délkou napnuté gumièky, kde¾to vn je pro nekonstantní délku gumièky.
Je vidìt, ¾e u �tù v rámci jednoho grafu vychází prakticky stejná hodnota a pokud srovnáme
obì dvì metody, tak se hodnoty li¹í jenom zhruba o 3%, co¾ potvrzuje teorii, ¾e by mìly být
frekvenèní závislosti stejné u obou metod.
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Obr. 9. Graf závislosti frekvencí vydávaných gumièkou konstantní délky v závislosti na
vzdálenosti l
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4. harmonická
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Obr. 10. Graf závislosti frekvencí vydávaných gumièkou s upravovanou délkou (záva¾í
upevnìno tìsnì za kladkou)

Diskuze

Mìøení mohlo jednak ovlivnit nepøesné urèení délky gumièky, ve které vznikal zvuk, proto¾e
kvùli pou¾ití kladky nebylo pøesnì de�nované místo upevnìní.

Dal¹í mo¾ná chyba mohla vzniknout u¾ kvùli zpùsobu záznamu zvuku, proto¾e mikrofon
je smìrový a zaznamenával tak více zvuk z urèité oblasti gumièky. Dal¹í vliv mikrofonu je
takový, ¾e je potøeba, aby v místì detekce zvuku byla kmitna nebo alespoò aby se nenacházel
v oblasti uzlu, proto¾e v uzlu není mikrofon schopný mìøit (takøíkajíc { nic nesly¹í). Podobný
vliv by mohlo mít i to, na kterém místì byla gumièka rozkmitaná, proto¾e by se mohlo stát, ¾e
nìkteré frekvence by byly utlumené, ale proto¾e byla rozkmitávaná prsty, tak prakticky v¾dy
se vybudily v¹echny frekvence.

Je také mo¾né, ¾e síla nebyla pøesnì urèená záva¾ím, vzhledem k tomu, ¾e gumièka byla
po zatí¾ení za�xována upevnìním kladky, ale na druhou stranu by nejspí¹e chyba byla vìt¹í,
pokud by kladka byla volná a mohla by sama kmitat. Pak bychom nejspí¹e generovali i jiné
zvukové frekvence a ty, které jsme chtìli pozorovat, by byly posunuté/rozmazané.

Vzhledem k tomu, ¾e gumièka byla relativnì dost zatí¾ena, mìøení mohlo být ovlivnìno
i trvalou zmìnou jejích fyzikálních vlastností v prùbìhu mìøení.

Závìr

Ovìøili jsme, ¾e frekvence vydávané gumièkou jsou nepøímo úmìrné délce gumièky mezi
upevnìním a kladkou. Také jsme pozorovali prvních 5 harmonických frekvencí a z na�tovaných
hodnot jsme pøibli¾nì urèili rychlost ¹íøení pøíèných vln v gumièce.

Karel Kolář
karel@fykos.cz
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Úloha IV . S . . . Möbiova transformace a konformní zobrazení (6 bodù; prùmìr {; )

a) Doka¾te tvrzení d), podle nìho¾ Möbiova transformace zachovává úhly. Jedna z mo¾ností
je uvìdomit si, ¾e v kruhové inverzi existují kru¾nice, které se zobrazují samy na sebe.

b) Najdìte podmínku na koe�cienty Möbiovy transformace, aby zobrazovala komplexní kruh
na komplexní kruh (|z| ≤ 1) a najdìte konkrétní transformaci, která zobrazuje komplexní
kruh na horní komplexní polorovinu. Co to fyzikálnì znamená?

c) Podle teorie relativity se tìlesa pohybující se rychlostí blízkou rychlosti svìtla zkracují
(Lorentzova kontrakce). To ov¹em je¹tì neznamená, ¾e bychom je vidìli krat¹í (napøíklad,
¾e bychom místo pohybující se koule vidìli pohybující se elipsoid). Vyu¾ijte pøedstavy, který
jsme v tomto díle vybudovali, abyste odvodili, ¾e pøedmìty letící rychlostí svìtla vidíme
o kousek pootoèené, nikoliv zkrácené (Terellova rotace).

Möbiova transformace zachovává úhly

ϕ

Obr. 11

Jak jsme si ukázali v pøede¹lých dílech, holomorfní funkcí realizované zobrazení
nám zobrazuje ètvereèky na ètvereèky, které jsou zvìt¹ené/zmen¹ené a pootoèené,
nanejvý¹ zrcadlené Budeme-li nyní uva¾ovat libovolný úhel, tak jej mù¾eme pomocí
ètvereèkù vymezit napø. jako na obrázku 11.

Bude-li vìt¹í ètvereèek pouze posunut, otoèen, pøe¹kálován nebo zrcadlen, bude
toto platit i pro men¹í z nich a jimi vymezený úhel bude nezmìnìn.

Uka¾me si, ¾e funkce f(z) = (az + b)/(cz + d) je holomorfní. Toto uká¾eme tak, ¾e ji
zderivujeme.

f ′(z) =
1
�z

(f(z +�z)− f(z)) = 1
�z

az + b

cz + d
·

(
1 + a

az+b
�z

1 + c
cz+d

�z
− 1

)
.

Je¹tì si rozeberme nìkolik problematických pøípadù. Pokud az + b = 0, potom nemù¾eme
provést vytýkání v èitateli a výraz pro derivaci by mìl tvar

f ′(z) =
1
�z

a�z
cz + d+ c�z

=
a

cz + d
,

tedy v tomto bodì derivace existuje a není ¾ádný problém. Pokud by platilo, ¾e cz+d = 0, tak
Möbiova transformace zobrazuje takovýto bod z do nekoneèna, ale budeme-li uva¾ovat jakýkoli
libovolnì blízký bod, tak ji¾ nebudeme míti problém s holomorfností, ale velikost zkoumaného
úhlu se zmìní libovolnì málo.

Pro ostatní hodnoty promìnné z ji¾ mù¾eme výraz pro derivaci upravovat libovolnì. Proto¾e
je �z malé, jmenovatel rozvineme, jako souèet geometrické øady a zanedbáme èleny øádu �z2

a vy¹¹í

f ′(z) =
1
�z

az + b

cz + d

((
1 +

a

az + b
�z

)(
1− c

cz + d
�z

)
− 1

)
=
az + b

cz + d

(
a

az + b
− c

cz + d

)
=
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
.

Proto¾e existuje derivace, tak toto zobrazení zachovává úhly.
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Hledání transformací

Má-li nìjaká transformace zobrazovat napø. kruh |z| < 1 na sebe, musí být transformací
identickou, to znamená, ¾e f(z) = z. Pro koe�cienty Möbiovy transformace to znamená: a =
= 1, b = 0, c = 0, d = 1.

Möbiova transformace má relativnì málo volných parametrù, proto konstanty pro transfor�
maci odpovídající zobrazení kruhu na polorovinu. V korespondenci s geometrickou pøedstavou
budeme po¾adovat aby platilo: f(i) = ∞, f(−i) = 0 a pro ostatní z, aby byla f(z) reálná.
Z první podmínky plyne: a(−i)+b = 0, z druhé ci+d = 0. Dáme-li tyto podmínky dohromady,
dostáváme

f(z) =
az + ai
cz − ci .

Dosadíme-li napø. z = 1, aby f(1) byla reálná mù¾eme polo¾it napø. c = 2i, a = 1. Výsledná
transformace bude mít tvar

f(z) =
z + i
2iz + 2

.

Je¹tì musíme ovìøit, zdali jde opravdu o zobrazení na horní, nikoli dolní polorovinu, platí
f(0) = i/2, proto jsme zvolili správné znaménko u koe�cientù a a c.

Pohybující se koule

Podobná úloha byla zadána ve 22. roèníku v 6. sérii. Její øe¹ení naleznete na webové adrese
http://fykos.cz/rocnik22/reseni/reseni6-3.pdf.

Lukáš Ledvina
lukasl@fykos.cz

Úloha V . S . . . aviatická (6 bodù; prùmìr {; )

a) Popi¹te geometrickou konstrukci (pomocí kru¾ítka a pravítka) pro�lu ®ukovského.
b) Zkuste nakreslit proudnice v okolí pro�lu ®ukovského. Zvolte si takové parametry d/l am/l,

aby mìly praktické opodstatnìní.
c) Jaká vztlaková síla pùsobí na rovnou desku? Jaká vztlaková síla pùsobí na desku tvaru

kruhového oblouku?
d) Zkuste nakreslit pro�l køídla odpovídající Karmánovì-Tre�tzovì transformaci.

Luká¹ si chtìl vylep¹it letadlo.

Geometrická konstrukce

Ujasnìme si nejdøíve, co potøebujeme znát, abychom dokázali provádìt operace s komplex�
ními èísly.

a) Sèítání: Chceme li seèíst dva vektory, musíme jeden z nich umìt pøenést do koncového bodu
druhého a máme-li vytyèen smìr, kru¾ítkem pøeneseme jeho velikost. Toto je na eukleidov�
ském prostoru jednoduché, av¹ak v jiné geometrii, napø. na povrchu koule to nemusí být
snadné, dokonce ani jednoznaèné.

b) Násobení reálných èísel: Vynásobíme-li dvì reálná èísla, získáme obsah obdélníku se stra�
nami tìchto délek. Pokud chceme umìt dvìma reálným èíslùm pøiøadit jiné reálné èíslo,
které je jejich souèinem, musíme vìdìt, jaký obsah má jednotkový ètverec, tj. musíme
vìdìt, jak je dlouhá jednotka. Pro dìlení platí obdobná podmínka.
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c) Komplexní sdru¾ení: Chceme-li urèit, jaké komplexní èíslo je komplexnì sdru¾ené, musíme
jej zrcadlit okolo osy x, a musíme proto vìdìt, kde je poèátek a jaký smìr odpovídá x-ové
ose.

d) Násobení komplexních èísel: Abychom umìli vynásobit dvì komplexní èísla musíme vyná�
sobit jejich velikost a seèíst jejich argumenty, k této operaci potøebujeme je¹tì vìdìt, jaký
je kladný smìr reálné osy.

e) Odmocòování: k-tou odmocninu z komplexní jednotky jsme si zavedli jako komplexní èíslo
mající k-krát men¹í argument. Proto je¹tì potøebujeme vìdìt, jaký je kladný smysl otáèení.

Máme zadáno komplexní èíslo z a máme sestrojit komplexní èíslo z+1/z. Hlavním úkolem
je sestrojit èíslo 1/z. Proto¾e platí z = |z| exp (i arg z), mù¾eme psát

1/z = 1/|z|e−i arg z .

Druhý èlen je pouze smìr a ten doká¾eme sestrojit, pokud víme, kde je osa x. Zamìøme se na
sestrojení 1/|z|. Mù¾eme vyu¾ít Eukleidovu vìtu o vý¹ce, sestrojíme-li pravoúhlý trojúhelník
s vý¹kou jednotkové délky a jedním pøilehlým úsekem délky |z|, druhý úsek bude míti délku
1/|z|.

Nyní staèí tento pøíspìvek pøièíst k pùvodnímu vektoru a jsme hotovi.

Proudnice v okolí pro�lu

Jak jsme uvedli v textu seriálu, proudìní v okolí pro�lu je pouze obrazem proudìní v okolí
válce, jako byl samotný pro�l obrazem válce. Proto musíme proudnice urèené rovnicí

Rew(z) = konst ,

kde w(z) je komplexní potenciál proudìní, zobrazit ®ukovského transformací. ξ = z + l2/z.

Vztlaková síla na desku

Jak jsme odvodili v textu seriálu, pro vztlakovou a odporovou sílu platí vztahy

Ry = 4π%
(
d+
√
m2 + l2

)
U2
∞ sin(α+ β) cosα ,

Rx = 4π%
(
d+
√
m2 + l2

)
U2
∞ sin(α+ β) sinα .

Transformace vedoucí na rovnou desku odpovídá m = 0, d = 0, tj. β = 0. Proto vztlaková síla
je

Ry = 2π%lU2
∞ sin 2α ,

kde délka desky je 4l, % je hustota okolního vzduchu, U∞ je dopøedná rychlost a α je úhel
nábìhu. Je vidìt, ¾e maximální vztlakové síle odpovídá úhel 45◦, co¾ je typicky maximální
výchylka kormidel.

Vztlaková síla na desku tvaru èásti válce

Abychom dostali pro�l þdeskovitéhoÿ tvaru, musí mít dva ostré rohy, proto pùvodní zob�
razovaná kru¾nice musí procházet body ±l, proto d = 0. Na nejvy¹¹í bod se musí ze symetrie
zobrazit body i(m± a), pokud jsme oznaèili a polomìr zobrazované kru¾nice. Dosadíme-li do
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transformaèního vztahu, zjistíme, ¾e se zobrazují na bod 2mi. Nyní víme, ¾e pro�l prochází
body ±2l a bodem 2mi. Z jednoduché geometrie urèíme jeho polomìr

r =
l2 +m2

m
⇒ m =

1
2

(
r −
√
r2 − 4l2

)
.

Nyní musíme uva¾ovat pouze men¹í koøen, proto¾e pokud by bylo m > r, nemohla by zobra�
zovaná kru¾nice procházet body ±l.

Pro vztlakovou sílu vychází

Ry = 4π%r

√√√√1
2

(
1−

√
1− 4

l2

r2

)
U2
∞ sin(α+ β) cosα , β = arctg

m

l
.

U¾ili jsme stejného znaèení jako pro rovnou desku.

Karmánùv{Tre�tzùv pro�l

Budeme jej konstruovat stejnì jako pro�l ®ukovského, tj. budeme po¾adovat, aby mìl ostrou
¹pièku, proto zobrazovaná kru¾nice musí procházet singulárním bodem transformace

ξ − nl
ξ + nl

=

(
z − l
z + l

)n
.

Nyní vypoèteme diferenciál rovnice uvedené vý¹e, tj. obì strany zderivujeme dle parametru p.4

2nl
(ξ + nl)2

dξ = 2nl
(z − l)n−1

(z − l)n+1 dz ⇒ dz
dξ

=
(z + l)n−1

(z − l)n+1(ξ + nl)2
.

Singulárním bodem této transformace jsou tedy body z = l a ξ = −nl, kterému odpovídá
z = −l.

Pro�l pro m/l = 0,1 a d/l = 0,05 je na obrázku 12.

−0,2
0

0,2

0,4

0,6

−2 −1,5 −1 −0,5 0 0,5 1 1,5 2

Obr. 12. Karmánùv pro�l, m/l = 0,1 a d/l = 0,05

Lukáš Ledvina
lukasl@fykos.cz

4) Pokud L a P znaèí jednotlivé strany rovnice, platí 0 = d(L−P )
dp

= dL
dξ

dξ
dp

− dP
dz

dz
dp
, z toho vyplývá

dz
dξ

= dL
dξ
/dP
dz

.
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Seriál na pokraèování

Kapitola 6: Závìreèná

V této kapitole si øekneme nìco o dal¹ích ¹ikovných pou¾itích komplexních èísel. Pøedev¹ím
to bude øe¹ení diferenciálních rovnic a Fourierova transformace, kterou aplikujeme na úlohy
z optiky.

Øe¹ení diferenciálních rovnic

Tuto tématiku jsme ji¾ lehce nakousli ve druhém dílu seriálu, kdy¾ jsme rozebírali øe¹ení
støídavých obvodù.

Ukazuje se, ¾e studujeme-li nìjaký proces, který je typicky popsán lineární diferenciální
rovnicí napø. harmonický oscilátor, døíve zmínìné støídavé obvody, vedení tepla látkou, vlnovou
rovnici, které jsou v¹echny lineární5, je výhodnìj¹í jiný popis, ne¾ klasický.

Dále budeme pøedpokládat, ¾e na systém pùsobíme z vnìj¹ku pouze funkcemi v následujícím
tvaru (konkrétní èasový vývoj bude pak jejich souèet)

y(t) = A(ω) · eiωt , (5)

kde ω je obecnì komplexní èíslo a A je obecná funkce, která nemusí být ani holomorfní6. Také
pøedpokládáme, ¾e systém se uvnitø chová dle stejných vztahù.

Výhoda funkcí v tomto tvaru je znaèná. Budeme-li derivovat funkci (5) podle èasu, dosta�
neme velmi jednoduchý výsledek

d
dt
y(t) = A(ω)iωeiωt = iω · y(t) .

Tedy místo derivování staèí násobit konstantou iω, co¾ je výraznì jednodu¹¹í operace.

Zkusme si tento postup napøíklad opìt na harmonickém oscilátoru. Pro harmonický osci�
látor platí F = m�x = −kx. Budeme-li pøedpokládat øe¹ení ve tvaru (5). Pak nám rovnice
oscilátoru pøejde do tvaru

m (iω)2A(ω) = −kA(ω) ⇒ A(ω)
(
mω2 − k

)
= 0 ,

kde jsme vydìlili èlenem exp (iωt) 6= 0, který se nacházel na obou stranách Toto ji¾ ov¹em
není diferenciální rovnice jako na poèátku, ale pouze rovnice algebraická, která má dvì øe¹ení
ω1,2 = ±

√
k/m. Z tvaru vý¹e je vidìt, ¾e funkce A(ω) musí být nulová pro v¹echna ω 6= ω1,2,

naopak pro ostatní úhlové rychlosti mù¾e nabývat libovolné hodnoty7.

5) Lineární znamená, ¾e pokud máme dvì øe¹ení problému, tak jejich souèet i libovolný násobek
ka¾dého je opìt øe¹ením.
6) Typicky nabývá nenulové hodnoty pouze pro nìkolik málo hodnot ω.
7) Tyto hodnoty urèíme z poèáteèních podmínek, které nám øíkají, jaká je poloha a rychlost v nìjakém
poèáteèním èase. Poèáteèními podmínkami obecnì rozumíme hodnoty napø. v¹ech derivací v èase nula,
nebo mù¾e jít i o jiné urèující podmínky, pak ale ji¾ nemusí být zaruèena jednoznaènost øe¹ení.
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Pro lineární diferenciální rovnice, to jsou takové, ve kterých se vyskytují derivace hledané
funkce, ale jsou násobeny pouze konstantami, obecnì platí, ¾e je mù¾eme pøepsat do tvaru
A(ω) · Pn(ω) = 0, kde Pn je polynom øádu n jen¾ má právì n koøenù. Pokud jsou tyto koøeny
rùzné, funkce A(ω) je nenulová v n bodech a její hodnoty urèíme ze znalosti n poèáteèních
podmínek. Pokud v¹ak má polynom Pn(ω) více násobný koøen, nastává problém, proto¾e pro
nìkteré poèáteèní podmínky bychom nebyli schopni nalézt hodnoty funkce A(ω), tak aby byly
splnìny.

Uva¾me nyní modelovou situaci. Máme posloupnost systémù ve kterých dva koøeny poly�
nomu pøes sebe postupnì pøechází. Pøedpokládali bychom, ¾e øe¹ení takovéto rovnice se bude
také spojitì mìnit. Uva¾ujme polynom P2(ω) = (ω − ω0 + λ) (ω − ω0 − λ), kde malý parametr
λ budeme mìnit v okolí nuly. Koøeny tohoto polynomu jsou ω1,2 = ω0±λ. Øe¹ení diferenciální
rovnice dané tímto charakteristickým polynomem odpovídají napø. tlumenému harmonickému
oscilátoru, který je trochu nedotlumený, resp. pøetlumený. Uvá¾íme-li volnost ve volbì A(ω),
mù¾eme øe¹ení této diferenciální rovnice psát ve tvaru

y(t) = A1e
(ω0+λ)t +A2e

(ω0−λ)t = B1e
ω0t
(
eλt + e−λt

)
+B2e

ω0t
(
eλt − e−λt

)
,

proto¾e jde o nejobecnìj¹í volbu A(ω). Pro konstanty B1,2 platí

A1 = B1 +B2 , A2 = B1 −B2 .

Po¹leme-li λ → 0, mù¾eme exponenciály v závorkách rozvinout do Taylorova rozvoje násle�
dovnì: exp (λt) + exp (−λt) ≈ 2 a exp (λt) − exp (−λt) ≈ 2λt. Øe¹ení diferenciální rovnice
proto pøejde do tvaru

y(t) = (C1 + C2t) e
ω0t ,

kde konstanty C1,2 jsou opìt lineární kombinací B1,2.
Tento postup bychom mohli zopakovat i pro vícenásobné koøeny a zjistili bychom, ¾e pokud

se v charakteristickém polynomu vyskytne nìjaký vícenásobný koøen, musíme jemu odpovída�
jící exponenciálu vynásobit polynomem se stupnìm o jedna men¹ím, ne¾ je násobnost koøene.

Fourierova transformace

V pøede¹lém pøípadì jsme uva¾ovali øe¹ení, která pro t→ ±∞ mohla být nekoneèná. Pokud
bychom se omezili pouze na øe¹ení jejích¾ integrál je koneèný, mù¾eme se omezit pouze na reálné
omegy ve vztahu (5). Pokud bychom pou¾ili jiné, ne¾ reálné ω, funkce y(t) by divergovala a
jistì u¾ by nebyla integrovatelná pøes celou reálnou osu. Dokonce i kdybychom vzali nìjakou
lineární kombinaci tìchto funkcí, tak bychom nezískali nic integrabilního.

Dále budeme uva¾ovat kvadraticky integrabilní funkce8, a tak mù¾eme zavést Fourierovu
transformaci p(k) funkce f(x) následovnì:

p(k) =
1√
2π

∫
f(x)e−ik·x dx , f(x) =

1√
2π

∫
p(k)eik·x dk . (6)

Parametr k , na kterém závisí Fourierùv obraz p(k), se nazývá vlnovým vektorem a má dùle¾itou
roli v optice.

8) Umocníme-li absolutní hodnotu kvadraticky integrabilní funkce na druhou a zintegrujeme, dosta�
neme koneèné èíslo.
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Nyní si podrobnìji rozeberme, co znamenají výrazy vý¹e. Budeme-li uva¾ovat vektor ve
tøírozmìrném Eukleidovském prostoru, mù¾eme jej zapsat jako souèet souèinù konkrétní sou�
øadnice a jí odpovídajícímu bázovému vektoru. Jediný rozdíl je v tom, ¾e zde máme více
bázových vektorù exp(ik · x)(dokonce nespoèetnì mnoho), proto suma pøejde v integrál. f(k)
je v na¹í analogii vektorem v E3 a p(x) jsou souøadnicemi vùèi bázi.

Øe¹ení parciálních diferenciálních rovnic

Nyní si uká¾eme, proè je tak výhodné nìkteré parciální diferenciální rovnice øe¹it v im�
pulzovém prostoru, tj. prostor, ve kterém jsou funkce p(k), místo prostoru pøímého, tj. funkcí
jako f(x).

Uva¾ujme nyní napøíklad vlnovou rovnici (c je rychlost ¹íøení vzruchu)

∂2u

∂x2
− 1
c2
∂2u

∂t2
= 0 .

Nyní zkusíme vypoèítat Fourierovu transformaci (6) této rovnice podle èasu, tzn. x ≡ t, k ≡ ω,
f ≡ u a p ≡ û

1√
2π

∫ (
∂2u

∂x2
− 1
c2
∂2u

∂t2

)
eiωt dt = 0 .

Druhý èlen mù¾eme dvakrát integrovat per partes9 a získáme

1√
2π

∫ (
∂2u

∂x2
+
ω2

c2
u

)
eiωt dt = 0 ⇒ ∂2û(x, ω)

∂x2
+
ω2

c2
û(x, ω) = 0 .

Poslední identita platí, proto¾e násobení ω2 mù¾eme provádìt pøed i po integraci se stejným
výsledkem, stejnì tak i derivování podle prostorových souøadnic.

Tato rovnice ale ji¾ není diferenciální v promìnné ω, proto jsme dosáhli výrazného zjedno�
du¹ení. Nyní si zvolíme konkrétní ω a vyøe¹íme jednoduchou diferenciální rovnici v promìnné
x. Mù¾eme pou¾ít napøíklad metodu uvedenou v první èásti.

Uka¾me si toto na pøíkladu kmitání struny délky L upevnìné na obou koncích. Pro strunu
platí, ¾e u(0, ω) = u(L, ω) = 0.

Jak ji¾ víme, øe¹ením této rovnice je souèet exponeciál u(x, ω) = A1,2 exp(±ωx/c). Abychom
splnili okrajové podmínky, vyhovují nám pouze øe¹ení ve tvaru

u(x, ω) = uk sin
( πx
L
k
)
,

kde k je pøirozené èíslo a uk libovolná konstanta. Mimo jiné to znamená, ¾e ω = kπc/L.
Tj. existuje pouze nìkolik frekvencí, na kterých mù¾e struna kmitat.

Obdobnì bychom øe¹ili rovnici vedení tepla

�u(x , t)− λ∂u(x , t)
∂t

= 0 .

9) Platí
∫ b
a uv

′ = [uv]ba−
∫ b
a u
′v. Tuto identitu dostaneme integrací vzorce pro derivaci souèinu (uv)′ =

= u′v + uv′.
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Akorát nyní bychom aplikovali Fourierovu transformaci na prostorovou èást funkce u, proto¾e
obecnì neexistuje øe¹ení pro t→ −∞. Toto øe¹ení nemusí existovat, proto¾e s postupujícím èa�
sem roste termodynamická entropie. Pøi zpìtném vývoji musí klesat a nìkdy dosáhne minimální
hodnoty, toto nastane, pokud bude funkce u v promìnné x souètem nìkolika delta funkcí10.

Nyní provedeme postup uvedený vý¹e a za promìnnou Fourierova obrazu x budeme uva�
¾ovat promìnnou ξ. Dostáváme

−|ξ|2û(ξ, t)− λ∂û(ξ, t)
∂t

= 0 .

Toto je diferenciální rovnice pouze v promìnné t, kterou ji¾ umíme vyøe¹it

û(ξ, t) = û0(ξ) exp
(
−|ξ|

2

λ
t

)
,

kde û0(ξ) je Fourierova transformace poèáteèní podmínky. Pokud chceme urèit øe¹ení, musíme
vypoèítat inverzní Fourierovu transformaci. To není v¾dy jednoduché, ale povedlo se nám pøe�
vést úlohu øe¹ení diferenciální rovnice na úlohu integrování, co¾ je výraznì jednodu¹¹í problém.

Difrakce

Dal¹í úlohou, ve které se mù¾eme potkat s Fourierovu transformací, je difrakce na èemkoli.
Uvìdomme si nyní, jaký význam má funkce exp (ik · x). Jde o fázi rovinné vlny, která se
pohybuje ve smìru k a p(k) je její amplituda, proto odpovídající intenzita záøení je |p(k)|2.

Uva¾ujme nyní modelovou situaci. Na nìjaký vzorek svítíme monochromatickou rovinnou
vlnou,11 ta na vzorku nìjak interaguje a v pozmìnìné podobì ze vzorku vyjde. Budeme-li
celou situaci pozorovat ze vzdálenosti mnohlem vìt¹í, ne¾ jsou rozmìry vzorku, budeme ve
smìru k pozorovat právì intezitu |p(k)|2. Nebo mù¾eme pou¾ít spojnou èoèku, pro ní¾ víme,
¾e paprasky dopadající na èoèku rovnobì¾nì se lámou do jednoho bodu na ohniskové rovinì.
Svazek rovnobì¾ných paprskù odpovídá konkrétní rovinné vlnì, tj. bodu v reciprokém prostoru.
V ohniskové rovinì proto budeme pozorovat Fourierùv obraz pøedmìtu.

Uka¾me si nyní, jak vypoèítáme difrakci na møí¾ce s møí¾kovou konstantou a. Pøedem se
omlouváme, ¾e toto odvození bude do jisté míry mávání rukama, proto¾e nemáme prostor
na poøádné vysvìtlení toho, co je distribuce.

Abychom zjistili, do kterého smìru se bude svìtlo rozptylovat a do kterého nikoli, musíme
vypoèítat Fourierùv obraz møí¾ky. Budeme uva¾ovat, ¾e møí¾ka obsahuje velké mno¾ství vrypù,
a tedy se nebudeme muset zabývat okrajovými jevy. Funkce, kterou budeme transformovat,
je amplituda jedné ze slo¾ek elektromagnetické vlny (napø. elektrické intenzity) po projití
møí¾kou. Funkce exp (ik · x) je periodická s periodou xp = 2π/kx, kx je slo¾ka vlnového vek�
toru ve smìru osy x, která je kolmá jak na vrypy, tak na pùvodní smìr ¹íøení. Pokud budeme
uva¾ovat vlnový vektor kx 6= 2π/a nebo jeho celoèíselný násobek, pozorovaná intenzita bude
nulová. Pro dostateènou délku møí¾ky se v integrálu vystøedují na nulu pøíspìvky od exp(ikxx),
proto¾e budou mít náhodnou fázi a støední hodnota funkcí sinx a cosx pøes x je nula. Platí

10) Delta funkce (δ funkce) vznikne napøíklad tak, ¾e vezmeme funkci y = exp(−x2) a budeme ji ú¾it
ve smìru osy x a protahovat ve smìru osy y tak, aby pod ní byla stále stejná plocha.
11) Mù¾e jít o ¹tìrbinu, na kterou svítíme viditelným svìtlem, ale také mù¾e jít o krystal, na který
svítíme R�ontgenovským záøením.
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|k | = 2π/λ a smìr tohoto vektoru odpovídá smìru ¹íøení záøení. Z na¹í podmínky pro vyzaøo�
vání dostáváme

l · a = 2π/kx ⇒ λx(l) = l · a ,

kde l je celé èíslo urèující, o kolikáté maximum jde a λx je projekce úseèky délky λ rovno�
bì¾né se smìrem ¹íøení do smìru osy x. Mimo jiné to zmanemá, ¾e maxima budeme pozorovat
pod úhly ϕl = λx(l)/λ = l · a/λ.

Závìrem

Chtìli bychom vám podìkovat, ¾e jste s námi vydr¾eli øe¹it seriál a¾ do posledního dílu.
Ukázali jsme si, jak øe¹it støídavé elektrické obvody, rozlièné harmonicky kmitající úlohy, dále
jsme si povìdìli, jak se vypoøádat s dvourozmìrnými úlohami z elektrostatiky. Také jsme uvedli
pøíklady dal¹ích transformací, které jsme aplikovali na modely køídel letadel a nakonec jsme
se dozvìdìli nìco málo o øe¹ení diferenciálních rovnic a letmo jsme ukázali, jak øe¹it difrakèní
úlohy z optiky. Doufáme, ¾e vám bude seriál alespoò v nìèem u¾iteèný.

Lukáš Ledvina a Jakub Michálek

Úloha VI . S . . . všehochuť

a) Pøedpokládejme, ¾e máme radioaktivní látkui X, která se rozpadá na látku Y s poloèa�
sem rozpadu T1, ta se následnì rozpadá na stabilní látku Z s poloèasem rozpadu T2. Jak
závisí koncentrace látky Y na èase, pokud jsme na poèátku mìli pouze látku X?

b) Vypoètìte jak vypadá difrakèní obrazec vzniklý prùchodem svìtla o vlnové délce λ ¹tìrbinou
¹íøky d.

c) Pokuste se najít frekvence ω, pro které existuje øe¹ení vlnové rovnice na ètverci o hranì a.
Kolik rùzných funkcí odpovídá jedné úhlové frekvenci?
Nápovìda Pro prostorovou èást pøedpokládejte øe¹ení ve tvaru A(x, y) = X(x)Y (y).
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