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Mili pratelé!

Vitame vas v XXIV. ro¢niku Fyzikalniho koresponden¢niho seminaife Matematicko-fyzi-
kalni fakulty Univerzity Karlovy. VSechny informace o seminéfi naleznete v prilozeném letaku.

S prvni sérii ndm prosim poslete na zvlastnim papiru vase jméno a piijmeni, adresu pro
korespondenci, e-mail, skolu, t¥idu a rok maturity. ReSeni kazdé tlohy piSte na zvldstni papir
formétu A4 a vSechny papiry podepiste. Neni tFeba posilat vSechny tlohy, fesitelé, ktefi zvlad-
nou vse, jsou vyjimkou. Od loniského roku navic disponujeme aplikaci pro pfimé odevzdavani
uloh pfres internet.

Rovnéz bychom vas chtéli upozornit na letosni seridl na pokracovani, ktery se bude
vénovat komplexnim ¢islim a jejich pouziti ve fyzice, a jehoZ text najdete hned za zada-
nim prvni série uloh. Na konci kazdé kapitoly seridlu pak naleznete lehké tulohy na pro-
cviceni vyloZzené latky, za jejichZz feSeni budete bohaté bodové odménéni! K seridlu také
patii i vysvétlujici videa, kterd pred kazdou sérii najdete na kanalu , Fykosdk* na YouTube
(http://www.youtube.com/fykosak). Jiz nyni mizete sledovat nultou a prvni kapitolu.

Dalsi informace najdete na http://fykos.mff.cuni.cz a nové i http://wuw.fykos.cz.
O akcich seminére také informujeme ¢leny skupiny FYKOS na Facebooku. Pfejeme vam
spoustu prijemnych chvil stravenych s nasim seminadfem. Na vase FeSeni tloh prvni série se
t&si o

organizatori
P.S.: Od letogka porddame fyzikdlni semindf i pro zaky zakladnich $kol. Jmenuje se Vyfuk
a informace o ném naleznete mezi letaky, které vam pravé dorazily. Mate-li mladsi sourozence
nebo kamarady, dejte jim védét!

Zadani I. serie

Termin odeslani: 4. fijna 2010 / Termin doruceni: 6. fijna 2010

Uloha I.1 ... mezi vodami
Na rozhrani dvou nemisitelnych kapalin se vznasi pevna homogenni 01
koule o hustoté ¢ (viz obrazek). Horn{ kapalina ma hustotu g1, dolni m

02, pricemz vite, ze o1 < o < 2. Jakad Cast objemu koule se nachéazi
v horni a jakd v dolni kapaling? (2 body) 02

Uloha I.2 ... sesterska planeta

V poslednich nékolika letech jiz byla objevena spousta planet lezicich mimo Sluneéni sou-
stavu. Daleko zajimavéjsi by bylo ovsem objevovat planety, které jsou podobné Zemi. Pfedpo-
klddejte, ze chcete objevit podobnou Zemi (terestrickd planeta s podobnym polomérem jako
Zemé), ktera obiha svou hvézdu podobnou Slunci (stejna spektralni t¥ida — podobna hmotnost,
podobny polomér) jednou za pozemsky rok. Pfedpoklddejte, ze tato soustava je vzdalend od
naseho Slunce zhruba 10 pc. Uréete podminky, za kterych by slo pozorovat planetu pfimo z po-
klesu jasnosti hvézdy a odhadnéte dobu, na kterou tato situace nastane. Jak se zkomplikuje
hledéni takové hvézdy, kdyz soustava bude mit vic planet? (2 body)
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Uloha I.3 ... kd¢a bez &erta
Jakub ma u babicky kacu, na jejiz horni plose je nakreslend spirala. Kacu roztoc¢ime a di-
vame se na ni shora. Jaké obrazce pozorujeme a pro¢? (4 body)

K tloze 1.3: Kaca pred rozto¢enim K tloze 1.4: Konik

Uloha I.4 ... houpaci kuri
Nehmotna ty¢ délky h je ve stfedu pfipevnéna na nehmotny oblouk o vrcholovém thlu 2¢
a poloméru R. Na konci tyce je zavazi m. Pohyb probiha pouze v roviné. Urcete

a) za jakych podminek miize byt soustava stabilni,
b) frekvenci kmitid takového houpaciho koné.

(4 body)

Uloha 1.5 ... bublifuk

Mara si koupil bublifuk a jal se na balkoné vyfukovat bubliny, venku byl staly atmosféricky
tlak po. Kdyz se mu jedna obzvlasté povedla (méla polomér r a hmotnost mydlové vody byla m),
zamyslel se a vypocital jeji celkovou tepelnou kapacitu. Ucinite totéz. (5 bodi)

Uloha I.P ... Edudant a Francimor

Dva svétaznali cestovatelé, jeden tlusty a jeden hubeny, se cestou v letadle dohaduji o tom,
kdo z nich by déle prezil v extrémnich podminkach daleko od civilizace. Rozsoudite je, kdo
vydrzi déle ve velkém horku (50°C), v mrazu (—1°C), po ztroskoténi lodi uprostied Stie-
dozemniho mote, v hurikdnu nebo pfi silném snéZeni? A jak by to mohlo dopadnout, kdyby
je zastihlo mohutné zemétieseni v centru velkomésta? Kromé jejich télesné stavby mezi nimi
nejsou zadné rozdily, oba jsou stejné obledeni a nic dalsiho s sebou nemaji (z4dné jidlo, vodu,
sirky ani jiné vybaveni). Snazte se byt napaditi a vSimejte si i malickosti. (5 bodi)

Uloha I.E ... vrh kouli

Vsichni dobfe vime, ze ve vakuu doleti vSechny prfedméty vrzené stejnou rychlosti a pod
stejnym thlem stejné daleko. Co se ale stane, kdyz je takto hdzeme za normaélniho tlaku?
Zméite, jak zavisi dolet télesa konkrétniho tvaru na jeho hmotnosti. Jak tato zavislost vypada
teoreticky? Muzete ji spocitat, nebo nasimulovat na pocitaci napt. v Excelu. (8 bodi)
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Serial na pokracovani

FYKOSI seril nezemiel! ProtoZze jdeme s dobou, rozhodli jsme se vétsi ¢ast jeho obsahu pre-
sunout na na§ YouTube kandl http://wuw.youtube.com/fykosak. Pisemna forma podptirné
zistava, abychom vam ulehdili utfidéni si znalosti.

Kapitola 0: Uvod

Komplexni ¢isla neskuteéné zjednodusi problémy, které maji vnitini stupen volnosti (napfi-
klad fazi). Jejich vycet zahrnuje rovinné problémy v mechanice a elektromagnetismu, polarizaci
v optice, stacionarni stavy elektrickych obvodu, spfazené oscilatory ve fyzice pevnych latek,
krystalografii. Kdekoliv se vyskytuje vinéni a kmitani, tam si zavedenim komplexnich ¢isel
uSetfime praci, takze jiny pristup se dnes prakticky nepouziva: Z obecného popisu vlnéni vy-
chézi i popis kvantové mechaniky, které se vénoval serial 20. ro¢niku. Bez komplexnich ¢isel
nelze fesit nékteré zvlastni problémy, tfeba Onsagerovo feseni Isingova modelu ve statistické
fyzice.

Pokud vam prisel tento vycet prilis abstraktni, zde jsou tii konkrétni ptriklady z FYKOSu:
uloha Smrtici kolotoé (23.IV.3), seriél o optice (23.IV), elektricky obvod (16.1.S).

Dosud jsme pod ¢islem rozuméli dvojici znaménka a velikosti. Nové pojem znaménka roz-
Sifime na fazi, takze &islem nové rozumime dvojici faze, velikost.!

Komplexni ¢isla maji nékteré vlastnosti vektortt v roving (s¢itani). Lisi se ale tim, ze na-
sobenim dvou komplexnich ¢isel dostaneme zase komplexni ¢islo, zatimco vektory v roviné
umime nasobit skalarné nebo vektorové, ale vektor v roviné nevyjde nikdy. Dale uvidime, ze
komplexni éisla jsou pF{jemnéjsi v tom, ze libovolny polynom P, (z) stupné n mizeme rozlozit
na souéin linedrnich polynomi. (Zatim to pro P» = 22 +4 umime jen se zdpornym znaménkem,
kdy P2(x) = (z + 2)(x — 2).) Obecnéji lze ici, ze kde metoda zalezela na znaménku, bude se
s komplexnimi ¢isly postupovat jednotné.

Cardanovy vzorce a Bombelliho rovnice

V roce 1545 vysel spis Ars Magna, kde Geralamo Cardano zkoumal kubickou rovnici
Ps(x) = 0 a odhalil® jeji feseni:

Ps(x) =2 — 3pz — 2q,
xlzf/qu q27p3+\3/q7\/q27p3- (1)

O nékolik let pozdéji uvazoval Bombelli tuto rovnici pro p = 5, ¢ = 2. Lze ovéfit dosazenim,
ze rovnici Ps(xz) = 0 fesi z = 4. Ve formalnim zapise feseni (1) vystupuji odmocniny ze

1) Podobné se da postupovat i u matic: Kazdou nedegenerovanou matici C muzeme rozlozit na soucin
OP positivné definitni matice P a ortogonalni matice O, pokud prosté polozime P = VCCT a O aby
to vyslo. Pak nés existence komplexnich ¢isel nepfekvapi, protoze ta se chovaji stejné jako matice 2 x 2
tvaru al 4+ C, kde a je realné ¢islo a C antisymetrickd matice.

2) Zkuste si to sami: Dosadte za z = (t+at’1), roznasobte a zvolte a tak, aby vam vysla bikvadraticka
rovnice.
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zapornych cisel, jako to zname z kvadratické rovnice se zapornym diskriminantem, ale feSeni
x = 4 je jisté realné! Tento problém lze vyfesit pravé zavedenim komplexnich ¢isel. Cardano se
k podobnym tvaham vyjadril, ze jsou ,tak jemné, jako zbytecné*; asi proto, ze mu schazela
jasné geometrickd predstava. Pred ni vSak nékolik pfipravnych poznamek.

Predstava blizkosti

Ted si osvojime dtilezity koncept blizkosti, zde si vystac¢ime s jednoduchou definici. Slova
skoro vsechny body posloupnosti pro nas budou znamenat vSechny body az mozna na néjaky
kone¢ny pocet bodi. Koule o poloméru r a stfedu S pro nads bude znamenat vSechny body,
které maji od stfedu vzdéalenost mensi nez r. Potom fekneme, ze se posloupnost blizi bodu
S (limité), pokud libovolna koule s timto stfedem obsahuje skoro v§echny body posloupnosti.
Tuto skuteénost zapisujeme d,, — d pro n — oo (obr. 1).

R
horni zavora zaru€uje omezenost

° mimo kouli leZi jen kone¢né mnoho bodi
posloupnost se blizi ke své limit& d,, — d

Obr. 1. Rostouci omezené posloupnost mé limitu

Reélna cisla R se odlisuji od zlomkt Q tim, Ze omezend a rostouci posloupnost mé automa-
ticky limitu (véta o omezené a rostouci posloupnosti). U této posloupnosti pak nemusime uka-
zovat, ze v libovolné kouli lezi skoro vSechny body; stac¢i pokud v ni lezi aspon jeden. U zlomku
limita rostouci a omezené posloupnosti existovat nemusi; sta¢i za posloupnost prohlésit dese-
tinné rozvoje iracionalniho éisla d do prvnich n cifer. Tato posloupnost je rostouci (pfidavame
vzdy dalsi desetinné misto) a omezend pravé ¢islem d ¢ Q, které je zéroven jeji limitou (tak
se daji redlna ¢isla definovat) v redlnych &islech. Posloupnost ale nemtze mit druhou, riz-
nou limitu, protoze pak bychom sestrojili kolem obou limit koule,
které se neprotinaji. Skoro vSechny body by musely lezet zaroveii . h?
v jedné i ve druhé kouli. Protoze ale koule maji prazdny prunik,
neni to mozné.

Zna&eni s malym o 2 hz

Proc¢ zavadét znaceni s malym o7 Ve fyzice nas vétSinou zajima,
jak se chovaji jisté veli¢iny v malém okoli daného bodu (mluvili
jsme téZ o kouli se stfedem v daném bods). Ku ptikladu nds mtze
zajimat, jak se méni obsah ¢tverce, pokud o mélo zménime velikost
jeho strany.

Ukazme si nejdrive na piikladu zmény délky, obsahu a objemu,
jak pouzivat malé o. Mé&jme tisecku, Ctverec resp. krychli se stranou
délky z, kterou zvétsime o h a budeme uvazovat, ze h je malé viéi = (obr. 2). Pro jejich objemy
plati

x h
Obr. 2. Roztazeni plechu

L=x+h,
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S=(x+h)?=a2>+2ch+h*>=2>+2zh+o0(h),
V=(x+h)?®=2"+32>h+30°z+ h® =2® + 32°h + o (h) . (2)

Cleny, ve kterych objem télesa zavisel na vy$si mocniné h nez druhé, jsme zahrnuli do
symbolu o (h). Do jakého fadu budeme zanedbavat zkoumané veli¢iny zavisi na samoziejmé
na tloze, kterou fesime; napt. zjistujeme-li potencialni energii matematického kyvadla, zajima
nés prinejmensim druhy rad; dalsi nas zajimaji pfi opravach na velké vychylky.

Nyni jiz piikroéme k ¥4dné definici symbolu malé o. Rekneme-li, Ze pro né&jakou veli¢inu
plati f (h) = o(h™), znamena to

f(h)y=o0(h") = fh(:) —0 pro h—0. (3)

Aplikujeme tuto definici na vztahy uvedené vysSe pro objemy rozliénych téles. Pro tsecku
jsme uvazovali 0 = o(h). Pro &tverec h®> = o(h), ale dle definice (3) je h®/h = h — 0
z predpokladu. Stejnou ivahu mizeme provést pro krychli. Zkuste si zopakovat podobné tvahy
pro kruh a kouli.

Bernoulliho limita

Kolem roku 1683 si Jacob Bernoulli polozil otdzku, zda mé pro pevné = € (0, 1) posloupnost

z\N 1Y) =? 1 2\ 23 v
By=(1++5) =1 - (- )(1-2 )2 4+ 2
N TN J“’H( N)2!+( N)( N)3!+ TN
limitu (rovnost ovéfte roznasobenim). Posloupnost je pro x z uvazovaného intervalu soucet N
kladnych clenil. Proto je ale urcité rostouci, protoze kdyz zvétsujeme N, zvétsuji se i vSechny
¢leny typu (1 — k/N) a navic vzdy jeden kladny ¢len pfibude. Je také omezend, konkrétné
¢islem

2?2

e’”:1+x+§+—+... (4)

3!
2 3 1
<l4z4+z"+z"+...= .
11—z
Posledni rovnost se nazyva soucet geometrické rady, a lze ji ovérit vynasobenim obou stran
1—z (pro z > 1 tato Gvaha neplati!). Podle véty o omezené a rostouci posloupnosti ma By
limitu.® Protoze By je rostouci, neni t&zké si rozmyslet, Zze se blizi e®. Bernoulliho limitou

definujeme exponencidlu®
T 1 N
e’ = (1+N+O(ﬁ)) , N —oo.
Jisté lze funkci roznasobit
x + 1 N
e’e’ = (1 + Ny +o (N)) ="ty

¢imz jsme ovéfili, ze exponencidlu lze definovat i pro x zaporna, polozime-li y = —z.

3) Zkuste si piepisem N = N’k ve vztahu pro By zdtvodnit, Ze totéz plati i pro # > 1. Nase zavedeni
4) Exponencialu lze zavést na libovolném linearnim prostoru s piedstavou velikosti; obvykle se pouziva
vyraz (4). Nabizi se aplikace na matice nebo na operator derivace, ktery odpovidd posunuti (staci
dosadit a vzorec se formalné shoduje s Taylorovym).
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Kombinace malého o a exponencidly

Ukéazeme jesté dulezity aproximativni vztah, ktery je zobecnénim vztaht pro objemy té-

les (3). Plati
1+z)"=14nz+o(x),

rz— 0.

Pro n pfirozené to je pfimy dusledek binomické véty, viz (2), pro n zaporné si pomtzeme

rozvojem vyrazu do geometrické fady

(1ix)n:(1*w+o@D”:1fnx+ouy

Zajimavé je, ze tento vztah plati pro obecné, tedy i komplexni n. Chcete-li si jej ovérit, pouzijte

identitu z = exp (Inz) aexp(y) =1+ y + o(y) pro y — 0.

Vyse uvedeného aproximativniho vztahu mutzeme napriklad vyuzit pfi vypoctu periody
kmiténi adiabatického oscilatoru, kde plati p ~ F' ~ x ~ V a pV* = konst.

Uvazime-li malou vychylku a pouzijeme-li vyse uvedeny
aproximativni vzorec, dostaneme pohybovou rovnici, kterd
tvarem odpovida rovnici harmonického oscilatoru. Proto mu-
zeme jiz jednoduse vypocitat periodu.

Kapitola 1: Geometrickd predstava

Pro motivaci uvazujme ¢isla —1 a +1: Zkoumejme jejich
druhé mocniny. Druha mocnina pfenese obé tato ¢isla do ob-
razu, ktery je +1 (obr. 3). Ze zdkladnich geometrickych shod-
nych zobrazeni zndme nasledujici: stfedovd soumeérnost, zr-
cadleni (osova soumérnost) a oto¢eni. Pokud trvame na tom,
ze umocnovani ¢isel, jejichz absolutni hodnota se rovna jedné
(tzv. komplexnich jednotek), koresponduje s néjakym shod-
nym geometrickym zobrazenim,® musi to byt otoGeni, které

—1

[N

2¢

—1i

Obr. 3. Umocnovani
a dmocnovani —1

jediné podminkam na obrazy +1 vyhovuje. Konkrétné u —1 o pfimy thel a u +1 o zadny thel.

~

L

g1 18

——b

—i

Obr. 4. Rizna vyjadfeni
¢isla z = cosp +isinp =
=e¥Y=a+bi

\u/

—

ﬁzl—T\/gi

Obr. 5. TFeti odmocnina z —1

Zbyva k tomu definovat inverzni operaci: Protoze thel se vzdy zdvojnésobil, odpovida

odmociiovani pileni thlu. Definujeme i jako takové &slo, pro néz i

5) Libovolné shodné zobrazeni lze slozit z otoceni a zrcadleni.

6

—1. Nesmime se divit, ze
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jsme definovali néco, co nespadé pod realna éisla; vzdyt vime, Ze zadné relné ¢islo nemé druhou
mocninu zapornou! Na§im argumentem o nésobeni nebo déleni thlu bychom mohli postupovat
pro libovolnou mocninu a zavaddét dalsi imaginarni jednotky. Ty uz ale lze vyjadfit pomoci
nami zvoleného i. Napiiklad ovéite /—8 = 1+4iv/3. Pro nové definovana komplexni &isla, ktera
jsou tvaru a + bi plati stejnad algebraicka pravidla jako pro redlnd cisla a predstavujeme si je
jako body v komplexni roviné (obr. 4).

Kazdé komplexni ¢islo lze dostat jako obraz jednotky pii geometrickém zobrazeni otoceni
a roztazeni roviny. Tento poznatek pouzijeme ve druhém dile.

Goniometrické funkce

Funkce sin, cos a tg zavedeme jako oriento-
vané vzdalenosti podle nac¢rtku jednotkové kruznice
(obr. 6). Z nerovnosti obsaht1 trojuhelnikii plyne

%cosgwsingog %gag %tggp.

Upravou a piechodem ¢ — 0 zjistime, Ze vyraz \ m m
sinp/p je sevien jednickami a sdm se tedy bUZI  sinycose < e _ o o ligg
jedni¢ce. Z toho vyplyva piiblizna rovnost 2 - 2 2 = 2
Obr. 6. Jednotkova kruznice
sinp = ¢ + o(p) . s goniometrickymi funkcemi

a nerovnost mezi obsahy
Nyni prijde na fadu souctovy vzorec pro polovi¢ni
uhel. Jeho aplikaci obdzime rovnost

1
©? ? 2
(%)
2
V predchozich limitach pro sin a cos klidné piSme v malém o mocninu o fad vyssi, protoze

vyjadfovana funkce je licha, resp. suda.

Nasobeni komplexnich cisel

Kazdé komplexni ¢islo z = a + bi lze prepsat do goniometrického tvaru

a+bi = Va2 + b2 <\/a2a+ - + i\/a2a+ b2> = r(cosp +isingp),
kde jsme zavedli velikost ¢isla r = Va2 + b? = |z| a orientovany thel ¢ = arctg(b/a) = arg z,
které maji ndzornou geometrickou interpretaci v podobé€ polarnich souradnic misto pivodnich
kartézskych (obr. 4).
Vynéasobime ted dvé komplexni jednotky arg(z1) = p1 a arg(z2) = 2 (pro obecna &isla by
pribyl jen soucin velikosti)

2122 = COS (1 COS P2 — sin @1 sin w2 + i(cos (1 sin 2 4+ sin 1 cos apg) =

= cos(ip1 + p2) +isin(pr + p2),
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kde jsme pouzili znamé souctové vzorce, které jsou pfimocarym disledkem zavedeni z nacrtku
jednotkové kruznice. Nas postup je konzistentni s puvodni geometrickou piedstavou v tom
smyslu, Ze pro libovolné ¢islo n dostavame z nasobeni dvou komplexnich ¢isel Moivrovu vétu

(cos +isinp)™ = cosnp + isinng .

Euleriv vzorec

Moivrovu vétu, poznatky o goniometrickych funkcich a definici exponencialy zkombinujeme
do FEulerova vzorce

N N .
cosaerisingo:(cos(%)Jrisin(%)) :(1+i%+o(%)> =e¥, N — 0.

Pri¢teni nebo odec¢teni komplexné sdruzeného vyrazu vyjevi komplexni vyjadieni kosinu a sinu

e'¥ f el e'¥ —e™ ¥

cosp = 2 , sinp = %
i

Uloha I.S ... komplexni rychlokvaska

a) Uvédomte si, ze n-té odmocniny z komplexni jednotky lezi na n-thelniku, a dofeste Bom-
belliho rovnici 2® — 15z — 4 = 0. Napovédu naleznete v textu seridlu.

b) Vyjédfete goniometrické souc¢tové vzorce pomoci komplexnich exponencial.

¢) Ukazte opravnénost zanedbdni vyssich mocnin v odvozeni Bernoulliho limity, tj. Ze do
zédvorky mizeme pridat ¢len o(1/N).

d) Pouzijte znaéeni s malym o, abyste vyfesili alohu, s jakou frekvenci kmitaji body hmot-
nosti m po ose & v Yukawové potencidlu ke®/* /x kolem rovnovazné polohy.

e) Dokaite, ze Cebysevovy polynomy cos(n arccos ) jsou skuteéné polynomy. Navod: Uvazujte
komplexni jednotku z, kterd ma redlnou c¢ast x. Pak se vySetfovany vyraz rovna realné casti
2", coz musi byt polynom, protoze odmocniny a imaginarni jednotky drzi pospolu.

(6 bodi)
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