Kapitola 1

Prace, energie a vykon

1.1 Prvni kontakt s pojmem prace ve fyzice

Fyzikalni obec se jiz pfed mnoha lety usnesla k podivnému zavéru, ze drzet v naruéi ukficené
miminko, pridrzovat na stavbé desetikilogramovy tram, ¢i pomoci prenést babicce tézké tasky pres
prechod pro chodce, neni Zadna prace. S tim by urcité nesouhlasil nejen svaz rozhor¢enych maminek,
ale snad kazdy z nas. Co tedy fyziky vedlo k takovému zvlastnimu usneseni? Inu, co v bézném zivoté
minime pod pojmem prace, mirné odlisné pak vyzni v hantyrce fyzikalni. Ve fyzice praci kona
zdroj sily jenom pokud se bod télesa v misté ptisobisté sily pohybuje, navic, pokud se
nepohybuje ve sméru kolmém ke smérovému vektoru sily. Pani maminka ma urcité prace az
nad hlavu, sila, kterou bychom ji prali pfi zaopatfovani mrnouse, bude vsak spise psychicka, Borivoj
na stavbé dozajista zapojuje svaly svoje, ale dokud tram jen drzi, nemuzeme ani mu uznat praci
fyzikani. A co vnuk Izidor? Ten silu vynaklada, taska se navic pohybuje, pro¢ ani tady nejsme svédky
konani fyzikalni prace? Muze za to podminka, zZe sila nesmi byt kolma na smér pohybu predmétu,
k ¢emuz pri standardnim noseni tasek Casto dochézi. Muzeme se tedy viubec setkat s pripadem,
kdy se fyzikalni prace kona? Ale ovsem! Napriklad kdyz zéavodnik na zimnich olympijskych hrach
roztlacuje svij bob. Toto vSak neni jediny piipad konani prace, rozmyslete si!

Urcite si ale rikate, k ¢emu je zavedeni takového pojmu ve fyzice dobré a co vSechno fyzikalni
praci muze konat. Praci ve fyzice maze konat libovolny zdroj sily, setkdme se tedy s pripadem,
kdy préci kona lidské ruka, pist v ndbobé s plynem, ale i tfeba gravitace. Motivace zavedeni prace
ve fyzice je charakterizace cinku sily na pohybovy stav télesa. Jak presné prace ve fyzice
vypadé a jakym zpusobem souvisi s pohybovym tc¢inkem na téleso si povime nyni.

1.2 Definice prace ve fyzice
Jak jiz bylo v predeslém odseku naznaceno, praci konéd pouze sila, kterd piisobi na téleso v pohybu,

muze je do néj uvadét, nebo je tfeba naopak brzdit. Sila, kterd ptisobi kolmo na smér pohybu, méni
pouze orientaci vektoru rychlosti télesa,' proto také praci nekona. Pokud navic pozadujeme, aby

1Jak si jisté pozorny étenaf povsimnul, nyni se jiz nevyjadiujeme o bodu télesa, na néjz sila ptisobi, nybrz o celém
télese. Pokud by se téleso nepohybovalo pouze translacné a jeho vSechny body tudiz se stejnym vektorem rychlosti,
striktné ,télesem* myslime bod télesa, v némz m4 sila pusobité.



byla préce v sile i rychlosti linedrni (tedy napriklad dvojndsobn4 sila konala dvojndsobnou praci) je
jedind rozumnd moznost jak matematicky zavést praci W vykonanou silou F' na télesu s rychlosti

v za Casovy usek At, a to vztahem
W = (F-v)At

Nyni jsme definovali fyzikalni veli¢inu, prdci, u které stoji za povSimnuti hned nékolik véci.
Sila a rychlost jsou vektory, coz znadi jejich ztucnény font, nasobeni mezi vektory rikdme skaldrni
souc¢in. Pokud jsou sila a rychlost vzajemné kolmé vektory, prace silou konana je skutec¢né nulova,
jelikoz skalarni soucin kolmych vektort je nula. Skaldrni soucin vektoru je cislo, takze préace je
skalarni veli¢ina. Dalsi véc, kterd by nds mohla napadnout, ze pokud je téleso podrobeno ptisobeni
této jediné sily, musi akcelerovat, jak pravi Newtoniv zdkon sily. Pri akceleraci se méni velikost
rychlosti télesa, proto neni z této definice jasné, jakou rychlost do vzorecku pro préaci dosazovat.
Tento argument nas privede k zavéru, ze pokud téleso akceleruje, je lepsi pouzit nasledujici definici
prace

Wj = Z(EJ -’Ui)Ati
i
Tady jednotlivym casovym intervalim At; odpovidaji dostatecné malé ¢asové tseky, pfi nichz jsou
rychlost télesa, a potazmo i sila, konstantni. Jak jsme jiz poznamenali, na téleso muze v jednom
okamziku ptsobit nékolik sil nardz, proto jsme v nasi novéjsi definici indexem j upozornili na
to, praci které sily pocitdme. Pokud bychom chtéli byt maximalné presni, vzali bychom v potaz,
Ze Casovy interval, na kterém je rychlost zrychlujiciho télesa konstantni, je tzv. infinitezim&lni
(rozuméj nekoneéné maly), takze na presny vypocet misto sumace uzijeme integrovani. NaSe novd
a uz posledni definice prace sily F7 tedy zni

T
Wi = / (F7 () - v(1))dt, (1.1)

T

kde Ty, resp. Tb je pocatecni, resp. koncovy cas konani prace.

Nez zacneme s hlubs$im zkoumanim této definice, musime ¢tendfe upozornit, ze ackoli jsme
definici prace podridili argumentu, ze rychlost je proménnd kvili sile, kterd na téleso ptisobi, musime
principialné uvazovat vektor okamzité sily a vektor okamzité rychlosti jako nezavislé, ponévadz do
celkové rychlosti mohou promlouvat jesté dalsi okamzité vektory sil, at uz kolmé nebo rovnobézné s
rychlosti. Nase stdavajici definice je jen zobecnénim té prvotni na pripady ¢asové proménné rychlosti,
potazmo Casové promeénné sily.

1.3 Vlastnosti prace, pojem energie

V této casti se pokusime trochu vice prozkoumat pravé definovany pojem, ¢imz také castecné
odhalime motivaci jeho zavedeni. Uz od prvniho pohledu c¢lovéka muze napadnout, jestli takto
definované préace nelze pieformulovat do jednodussi, byt ekvivalentni, podoby. Reé¢ je o vyuziti
vztahu mezi rychlosti, ¢asem a urazenou drahou télesa, tedy o rovnosti As = vAt, v infinitezimalni
varianté pak ds = vdt. Ano! Presné tohoto vztahu vyuZijeme a predélame, z pozdéji zduvodnénych



pohnutek, nasi definici do nového kabéatku?

Wi :/CFJ(t)-ds(t) (1.2)

Jak si mlizeme vsimnout, v této definici nevystupuje ¢asovy interval, po némz sila kona préci,
ani rychlost télesa, na néz sila ptsobi. Vidime tady celkem jasné, ze na individalnich informacich
o Casu a rychlosti vlastné nezalezi, zdlezi pouze na jejich soucinu, tedy né¢em jako ,vektor drahy*.
Jelikoz se téleso pohybuje po obecné krivce ve tfech rozmérech, musime integrovat po infinitezi-
malnich prirtstcich ,vektoru drahy“, presnéji feceno, tecnach k dné trajektorii C'. Jediné na Cem
tedy zalezi, je celkovy vzhled trajektorie, nikoliv zptusob, jakym ji téleso zdold. Diky tomuto zjisténi
naprikad vidime, ze prace sil jsou nezavislé, protoze ostatni sily, které urychluji nebo zpomaluji
téleso, neovlivni prici vykonanou silou F7 na trajektorii C. I kdyz v ptvodni formé definice vy-
stupovala rychlost télesa, kterd je pri pusobeni danych sil pfimo zdvisla na jeho hmotnosti, v nové
formé jiz nevystupuje, vidime tedy, ze k vypoctu prace nemusime o télese védét vibec nic.
To je jeji dulezitd vlastnost, kterd dovoluje pojem rozifit na situace, kdy téleso neni tuhé (prace
konand na plyn v nddobé), nebo kdy mechanismus konani prace neni potieba do detailu znat (motor
automobilu).

V tomto odseku jsme jesté ¢tenari vSak néco dluzni, popsat jaké pohybové ucinky na téleso préace
mé. D4 se prace definovand vztahem (1.1) napsat pomoci zmény na samotném télese? Prestoze je
préace takto univerzalni, existuje kvantita primo spojena s kazdym télesem, kterou prace méni vsem
télestim naprosto rovnostarsky. Odvodme si, jak tato kvantita vypada. Jelikoz lze préace jednotlivych
sil séitat, za Gcelem snazdiho poéitdni nyni pfedpoklddejme piisobici silu pouze jednu.?

T2 T2 o1 1 1
W= (F(t)v(t))dt = / (ma(t)-v(t))dt = d(imv(t)-v(t)) = imv(Tg)-v(Tg)—imv(Tl)-v(Tl)
T T T

A pokud budeme definovat veli¢inu F}, vztahem

1
E, = 3V (1.3)

2] kdyz se ndm formalné podatilo docela jednoduchym nahrazenim docilit nové podoby definice, v matematickych
hlubinédch doslo k pomérné vyznamnym zménam, prevedli jsme integral funkce v jedné dimenzi na trojdimenzionalni
kiivkovy integral druhého druhu. Jak snadné je otfasat matematickymi hlubinami, ze? Pokud se budete matematikou
zaobirat déle, zjistite, ze pri otfesech hlubin tentokrate nedoslo k zaddné ijmé, jelikoz pullback z diferencialni formy
zachovava Lebesguetv integral.

3V nésledujicim odvozeni povazujeme hmotnost télesa jako ¢asové neménnou. Vyhoda odvozeni s jedinou silou
spocCiva v tom, ze rychlost télesa zavisi vylucéné a jen na této sile, vektory nemusime brat jako nezavislé.



muzeme praci jednoduse napsat jako
W = Ei(Tz) — Ex(Th) (1.4)

Veli¢iné Ej potom fekneme kinetickd energie télesa. Vidime, ze vykonana prace odpovida
zméné kinetické energie télesa.

Pokud by na télese konalo préci vice sil, platilo by nynf jiz néco velmi o¢ekavatelného, tedy*

W= STWI = ST E) - SO EL) = 3 gme (1) o (1) - 3 gmed (1) - (1))

Zaroven ale pripomenme, ze plati
1 1
W = imv(Tg) cv(T) — §mU(T1) ~v(Ty)
Kdyz tyto dva vztahy zkombinujeme, dojdeme k zajimavému zavéru, hledme!

1 1 1 _ i 1 o o
gmo(T2) - o(I2) — gmw(Th) -v(Th) = Z omv’ (T3) - v (Ty) — Z omv’ (17) - v/ (T{)
J J
A protoze tento vztah musi platit pro libovolnou trajektorii a libovolné pocateéni rychlosti,
mame nutné

v-v(x) =Zvj-vj(x)

kde pismenem x zna¢ime libovolny bod prostoru, v némz se téleso (misto piisobisté sily na téleso)
nachézi. Vidime, ze ackoliv se prace sklddaji linedrné, rychlosti se s¢itaji v kvadratech. Jinymi slovy,
kdyz sila urychli téleso na rychlost v;, druhd sila na tétyz dréze na rychlost vy, soucet téchto sil
urychli téleso na rychlost, jejiz velikost je rovna \/vs - v2 + v1 - v1. Kinetické energie se tedy skladaji
taktéz linearné.

I kdyz odvozovani pohybovych tc¢inkti sily na téleso vypadalo obecné, ve skutecnosti zas tak
obecné nebylo. Vite v ¢em? Jaky vyznam méd hmotnost télesa napiiklad pti rotaci télesa? Hmotnost
sama o sobé vlastné zadny, uplatnuje se tam prvni moment hmotnosti, ktery mozna znate pod
oznacenim moment setrva¢nosti télesa (obvykle se znaéi pismenem .J). Uz vite, v ¢em naSe predeslé
uvahy postradaly obecnost? Ano, predpoklddali jsme jen posuvny pohyb, nikoliv rotacni. Jak by
vypadala univerzalni kvantita vSech téles, kterou ménime praci pri jejich otaceni? Je to analogické
predeslému odvozeni.

T>

W= (F(t)~v(t))dt:/

T: T:

Tz T2

(F(t) - (w(t) x r(t))dt :/ ((r(®) x F(t)) - w(t))dt =

T

/2(M(t)-w(t))dt:/ Q(Je(t)-w(t))dt:/ Qd(%Jw(t)-w(t)):

Th T Ty

%Jw(Tz) w(Ty) - %Jw(Tl) ~w(Th)

4Hornf{ index u startovnfho/koncového ¢asu pritbéhu télesa trajektorii C' odlisuje jednotlivé asy, jenz se lisi kvili
odlisnym velikostem rychlosti v?. Déle poznamenejme, Ze prvni rovnost vyplyva skutecné jen ze vztahu (1.2) a
linearity integralu.



7 toho opét vykukuje, ze prace na rotujicim télese je rozdilem jisté kvantity %J W - w na
konci a pocatku konani prace. Tuto kvantitu nazyvame rotacni kinetickd energie télesa a znacime ji
taktéz symbolem Fj. Dtvod, pro¢ nerozlisujeme v symbolech mezi rota¢ni a transla¢ni kinetickou
energi{ (vyskytujici se ve vzorci (1.3)), je prosty. Jde vlastné o jednu a tutéz pohybovou energii,
hmotnostni konstituenty télesa maji jen jinak rozdélené svoje vektory okamzitych rychlosti. Lze
dokazat, ze pokud bychom rotujici téleso rozdélili na malé kousky, které se jiz v dobré aproximaci
pohybuji translacné, a secetli vSechny tyto prispévky translacnich energii, dostali bychom zase jen
celkovou rotac¢ni energii télesa. Velmi podobné pripadu predchozimu bychom nyni mohli vyzkoumat,
zZe se kinetické rotacni energie sklddaji linedrné, kdezto tihlové rychlosti rotace kvadraticky, ale to uz
prenechavame k rozmysleni ¢tenari. Ke konci tohoto odseku jesté poznamenejme, ze dokonce plati
tvrzeni, ze lze linedrné skladat i kinetickou energii rotac¢ni s tou translacni. Tato velmi dulezitd
vlastnost bude hrat dilezitou roli v ¢asti vénované relativité prace.

1.4 Vykon

Zatim jsme seznameni se vzoreckem, ktery nam urcuje praci vykonanou za jisty konecny casovy tsek.
Ve fyzice jsme casto v situaci, kdy nas spiSe zajima okamzita rychlost dané zmeény, nez jeji celkova
velikost. Nejznaméjsim a snad nejjednodussim piikladem je vypocet okamzité rychlosti pohybu
telesa v prostoru. Drahu spatiujeme jako thrnnou zménu polohy télesa, okamzitou rychlost jako
okamzitou zménu polohy télesa v daném case. Paralelou k dréaze je prace, zména polohy odpovida
zméné kinetické energie a k okamzité rychlosti je prifazena velicina zvana vygkon.

S timto jednoduchym prikladem si pomuzeme i pti matematické definici vykonu. Kazdy da jisté
za pravdu, ze okamzitd translacni rychlost (resp. jeji velikost) télesa, v,, je rozumné definovand
vztahem
_ds(T, T +1t)

vo(T) dt

t=0
Snadno nahlédneme, ze Teseni této rovnice pro drdhu je

T+t

s(T,T +1t) = /T Vo(T)dT

Jak vime, vztah pro praci ma velmi obdobny tvar, uzijeme jej nyni v této podobé
. T+t .
WHT, T +1t) = / (F7 (1) - v(7))dr
T
Definice vykonu, P, je tedy na snadé
_dWI(T, T +1t)

PI(T) n

t=0

Dosazenim a zderivovanim pfechizime k notoricky znamé formulce

T+t
P =5 [ ) e

= F/(T) -v(T) (1.5)

t=0



1.5 Relativita prace

Déva vzorecek pro praci stjené vysledky ve vsech vztaznych soustaviach? Vypada vzorecek pro praci
stejné ve vSech vztaznych soustavach? Plati ve vSech vztaznych soustavach, ze prace je rovna zméné
kinetické energie télesa? To bude predmétem studia tohoto odseku. Bude doplnéno.

1.6 Silova pole a zakon zachovani mechanické energie

Silové pole je myslena vsudyprostupujici sila, kterd v kazdém misté prostoru pusobi na téleso, které
se tam nachdazi, predem smluvenou velikosti a smérem. Silové pole si muzeme vizualizovat jako
mnozinu silovych vektori, roznesenych do kazdého bodu naseho prostoru, odtud nazev ,,pole“.

Diky tomu, Ze prace nijak nesouvisi s télesem, na némz je konana, 1ze o praci vyslovovat obecné
zéveéry platné pro libovolné téleso. Z definice vidime, Ze prace souvisi s trajektorii v prostoru.
Pokud dostaneme informaci o silovém poli, muzeme zacit premyslet a mluvit o pfimém vztahu
mezi praci a trajektoril. Specidlné nas budou zajimat trajektorie uzaviené, neboli také smycky,
budeme totiz pomoci nich klasifikovat silova pole. Z urc¢itych divodu pro nas bude zajimava skupinka
silovych poli, které pro uzaviené trajektorie davaji celkovou préaci nulovou. Takovym silovym polim
fikdme konzervativni. Je vilbec mozné, aby takové pole existovalo? Ano, véru. Neni to sice prilis
exaktni postup, ale zkuste si napriklad v homogennim silovém poli pocitat praci ziskanou na riuznych
obdélnikovych trajektoriich. Pokud budete pocitat spravné, kazda takova prace vyjde nulova.

Proc¢ nas ale konzervativni pole zajimaji a jak je pozname? Jak dale uvidime, pravé konzerva-
tivni silova pole dovoluji zavést potencidlni energii, ktera hraje dilezitou tilohu ve formulaci zdkona
zachovani celkové mechanické energie. Pokud zadna dalsi sila dynamiku fyzikalniho systému neovli-
viuje, podléhaji tomuto zadkonu vsechna télesa, ktera se v tomto silovém poli nachazi. Pii zavadéni
potencialni energie télesa, které se vyskytuje v konzervativnim silovém poli, budeme v prvé radé
potiebovat vysetrit, jak se lisi prace vykonané po riznych trajektoriich, které maji stejny pocatecéni
a koncovy bod. Je nasim tvrzenim, které nasledné obhajime, ze prace v konzervativnim silovém poli
pro kazdé dvé trajektorie, které maji stejné koncové a stejné pocatecni body, vychazi stejné. Pro
dikaz tohoto tvrzeni si vezméme dva body, pocatecni A a koncovy B. Mezi témito body vedme
dveé ruzné trajektorie C; a Csy. Praci po trajektorii Cy si oznac¢me W7, préaci po trajektorii Cy zase
Ws. Déle si vSimneme, ze pokud smér pohybu télesa po trajektorii Cy otoc¢ime, tedy za koncovy
bod budeme povazovat A, pocateéni B a v kazdém misté trajektorie oto¢ime smér rychlosti télesa,
ziskdme tutéz préci, jen s opa¢nym znaménkem. To pochopime, kdyz nahlédneme na definici prace
(1.1). Jedina zména nastane u vektoru rychlosti v, ten piejde na vektor opaény, tedy —v. ® Pokud
spojime trajektorii C7 s trajektorii opacnou k Cs, vznikne smycka! A protoze je pole konzerva-
tivni, musi byt prace po této symcce nulova. Jelikoz se prace skladaji linedrné, mizeme findlné psat
Wi+ (=W3) = 0, neboli W; = Ws. Slovy Fedeno, prace v konzervativnim silovém poli po kfivce Cy
je stejné jako prace vykonana po ktivce Cs.

58 problematikou kiivkového integralu, ktery v tomto textu vyuzivime pro vypocet prace, se mizete blize seznamit
v prislusejicim studijnim textu.



—Cy

Cy

7 tohoto pozorovani muzeme vyvodit, ze prace v konzervativnim silovém poli je plné zadana
informaci mezi polohou pocateéniho a koncového bodu kfivky. Prirozené by nas tedy mohlo na-
padnout kazdému bodu prostoru prirknout ¢islo, které by odpovidalo praci vykonané premisténim
télesa z jistého referen¢niho bodu do tohoto bodu. Pravé tato myslenka stoji za vznikem pojmu
potencialni energie. Presnéji jde o to, zavést funkci, jejiz rozdil funkénich hodnot v libovolnych dvou
bodech jejiho defini¢niho oboru dava praci vykonanou premisténim télesa mezi témito dvéma body.
Defini¢nim oborem funkce je samoziejmeé jista oblast prostoru, v niz mame definované silové pole.
Této funkci fekneme funkce potencidlni energie, budeme ji znacit E,. Potencidlni energie télesa
je potom funkéni hodnota potenciadlni energie v bodé, kde se téleso nachazi. Jak takovou funkci
matematicky popsat? Nas pozdavek zni, aby rozdil funkéni hodnoty potencialni energie v
pocatecnim bodé a funkcéni hodnoty potencialni energie v koncovém bodé trajektorie
daval velikost prace vykonané po této trajektorii. Proto si tedy pevné zvolme néjaky bod
prostoru (t¥eba A) a poditejme prace vykonané po vSech kiivkach s timto poc¢ateénim bodem. Tyto
kiivky si oznac¢me C(A, x). Tim dostaneme funkci polohy v prostoru (uréenou soutadnici z)

W(A,zx) = / F(t)-ds(t)
C(A,x)
Potom muzeme psat
E,(A) — Ey(z) =W(A4,x)

neboli také
Ey(z) = Ep(A) — W(A, z) (1.6)

Jak vidime, stdle mame volnost v urceni potencidlni energie v bodé E,(A). Tato hodnota se fixuje
vhodné podle konkrétni potfeby. V mnoha pripadech si zvolime bod A tak, aby se v ném nachézela
nutny, v principu muaze byt potencialni energie télesa i zaporna. Muzeme si rozmyslet, Ze pravé diky
konzervativnosti pole nezalezi podoba funkce potencialni energie £, na volbé referen¢niho bodu A.

Zakon zachovani celkové mechanické energie télesa Fj; je potom dan rovnici

By = Eu(o(t) + By(a(t) = ¢ (L.7)

kde ¢ je néjaka konstanta, prestoze rychlost télesa v(t) i jeho poloha z(t) jsou funkcemi casu.
Pro¢ je tohle pravda? Zkusme si to v kratkosti rozmyslet. Abychom splnili neménnost celkové
mechanické energie, musi specidlné platit pro libovolné zvolené dva casy T a T5 (kde bez jmy na
obecnosti predpoklddejme T7 < Tb) tato rovnost

Ep(u(Th)) + Ep(x(Th)) = Ex(v(T2)) + Ep(2(T2))

Kdyz ale pfeskupime ¢leny, ziskame vztah



Ep(2(Th)) — Ep(2(T2)) = Ex(v(T2)) — Eg(v(T1)) (1.8)
Nejditve si rozepi§me pravou stranu. Podle vzorecku (1.6) mitzeme psét
Ep(a(Th))—Ep(x(T2)) = (Ep(A)—W (A, 2(T1)))— (E,(A) W (A, 2(T3))) = W(A, 2(T2))-W (A, x(T1))
Diky konzervativnosti pole ale navic méme
W(A, z(Tz)) = W(A, z(T1)) = W (2(T1), 2(T2))

To odpovidé praci vykonané premisténim télesa z bodu z(77) do bodu z(T3). Nyni se podivejme,
co stoji na pravé strané rovnosti (1.8). Pokud se vratime zpét ke vztahu (1.4), spatfime, Ze se taktéz
jednd o préaci vykonanou silovym polem pti premisténi télesa z bodu x(7T7) do bodu z(75%)! Rovnost
(1.7) je timto dokdzéna. Zarém tedy je, Ze pokud se téleso nachézi v konzervativnim silovém poli,
jeho celkova mechanicka energie se neméni.

Lze ze zadaného silového pole vypocist, jestli je konzervativni? Ano, ale technika, kterou pritom
vyuzivame, spadd do pokrocilejsich oblasti matematiky, konkrétné do vektorové anylyzy. V tomto
studijnim textu proto jen pro zajimavost zminme, ze to lze s pomoci operatoru zvaného rotace.



